ìÉÓÔÏË 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ O(�), o(�), Ω(�), Θ(�),¸

1. f(x) = O(g(x)) ÐÒÉ x → a ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a É ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ |f(x)| ≤ C|g(x)|

2. f(x) = ˙(g(x)) ÐÒÉ x → a ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a É ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ |f(x)| ≥ C|g(x)| ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

3. f(x) = ^(g(x)) ÐÒÉ x → a ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ É f(x) = O(g(x)), É f(x) = ˙(g(x)).

4. f(x) = o(g(x)) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f(x) = g(x)α(x), ÇÄÅ α → 0 ÐÒÉ x → a.

5. f(x) ∼ g(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f(x) = g(x)(1 + α(x)), ÇÄÅ α → 0 ÐÒÉ x → a.

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ a = ∞.

äÁÌÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ln x = log_e x. ðÒÏ ÞÉÓÌÏ e ÐÏËÁ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ e > 1.

ôÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ

ôÅÏÒÅÍÁ. ln(1 + x) > x ÐÒÉ x ∈ (−1, +∞).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ log_a(1 + x) > x ÐÒÉ x ∈ (−1, +∞), ÔÏ a = e. ðÏËÁ ÜÔÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

óÅÒÉÑ 1.

1.1. ðÕÓÔØ f(x) ∼ g(x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(x) − g(x) = o(f(x)). 1.2. ðÕÓÔØ p(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p(x) = O(x^d). 1.3. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÁÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ f(x), g(x) 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ α(x) É β(x) ÉÚ α(x) = O(f(x)) É β(x) = O(g(x)) ÓÌÅÄÕÅÔ α(x)+β(x) = O(f(x)+g(x)). é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ γ(x) = O(f(x)+ g(x)), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ α(x) É β(x), ÞÔÏ α(x) + β(x) = γ(x), α(x) = O(f(x)), β(x) = O(g(x)). óÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË O(f(x)) + O(g(x)) = O(f(x) + g(x)).

ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÔÏÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÉÈ (ÉÌÉ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÉÔÅ) ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÐÉÓÅÊ.

2. O(O(f(x)) = O(f(x)). 3. O(f(x))O(g(x)) = O(f(x))O(g(x)). 4. O(f(x)g(x)) = f(x)O(g(x)).

5. O(f)^2 + O(g)^2 = O(f + g)^2.

1.4. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÁÒÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ f(n), g(n), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ lim_{n→∞} f(n) = lim_{n→∞} g(n) = ∞ É ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ f(n) = O(g(n)), g(n) = O(f(n)). óÅÒÉÑ 2.

2.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

1. n^α = o(n^β) ÐÒÉ α < β. 2. ln n = o(n^α), ÐÒÉ α > 0. 3. ln ln n = o(ln n).

2.2. ëÁËÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÓÔčÔ ÂÙÓÔÒÅÅ:

1. n^{ln n} ÉÌÉ (ln n)^n? 2. n^{ln ln ln n} ÉÌÉ ⌊ln n⌋! ?

3. (n!)! ÉÌÉ ((n − 1)!)!(n − 1)!^{n!} ? 2.3. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

1. åÓÌÉ T_n = O(T_{⌊n/2⌋}), ÔÏ T_n = O(n^α), ÇÄÅ α | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ. 2. åÓÌÉ T_n = 2T_{⌊n/2⌋} + O(n), ÔÏ T_n = O(n log_2 n). 3. åÓÌÉ T_n = 2T_{⌊n/2⌋} + O(n^α), ÇÄÅ α < 1, ÔÏ T_n = O(n).

2.4. ðÒÏ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(x) = O(1) ÐÒÉ x → 0. ëÁËÉÅ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍÉ ÐÒÉ x → ∞, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ T_n ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ f(x)? 2.5. ðÒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

a_n = a_{n−1} + O(a^α_{n−1}), ÇÄÅ α < 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a_n = O(n^{1/(1−α)}).

2.6. ðÒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ b_n = b_{n−1} + b_{n−2}. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ b_n = o(2^n)?

2.7. óÒÁŒÎÉÔÅ ÒÏÓÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ c_n É d_n, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ c_1 =

d_1 = 1, c_{n+1} = c^2_n + 2^n, d_{n+1} = d^2_n + 9.

2.8. œÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_1, . . . , a_n, . . . ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ a_i + a_j ÐÁÒ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a_n = ˙(n^2). 2.9. ðÒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p_n ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

n = (p_n/ ln p_n) + O(p_n/(ln p_n)^2).

îÁÊÄÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ p_n.

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

ðÕÓÔØ Q É ZÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p. ðÕÓÔØ x ∈ Q, x ≠ 0, x = p^ν (u/v), ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ ν, u É v ÃÅÌÙÅ (u É v ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p). ðÏÌÏÖÉÍ |x|_p = p^{−ν} ÐÒÉ x ≠ 0, |0|_p = 0; ÅÓÌÉ x, y ∈ Q, ÐÏÌÏÖÉÍ ρ_p(x, y) = |x − y|_p (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ x É y).

3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ρ_p ÚÁÄÁčÔ ÎÁ Q ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÌØÔÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÕ: ρ_p(x, z) 6 max(ρ_p(x, y), ρ_p(y, z)). 3.2. ðÕÓÔØ {x_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ?

ãÅÌÙÍÉ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ŒÌÅŒÏ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅŒÁ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ĂÈŒÏÓÔĄ ÉÚ ÎÕÌÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÑËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÁË ÃÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z_p. óÌÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

Œ Zp ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ

É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ĂÓÔÏÌÂÉËÏÍĄ. ôÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙ ŒÌÅŒÏ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÓÅÇÄÁ (ÔÁË ÞÔÏ ÃÅÌÙÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ Z_p). äÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ Z_p ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÂÙÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ É Ô. Ä.); ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ, É ÍÙ ÉÈ ÏÐÕÓÔÉÍ (ÐÏËÁ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ).

3.3. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ −1 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ Z_7. ëÁË ÏÎÏ ÔÁÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ?

3.4. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ x ∈ Z_p ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ν ÎÕÌÑÍÉ, ÐÏÌÏÖÉÍ |x|_p = p^{−ν}. åÓÌÉ

x, y ∈ Z_p, ÐÏÌÏÖÉÍ ρ_p(x, y) = |x − y|_p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ρ_p ÚÁÄÁčÔ ÎÁ Z_p ÍÅÔÒÉËÕ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÌØÔÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ, É ÞÔÏ ÎÁ

Z⊂ Zp ÜÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ p-ÁÄÉÞÅÓËÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ, ŒŒÅÄčÎÎÕÀ Œ ÚÁ-

ÄÁÞÅ 3.1.

3.5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

3.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ Z_p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÌÉÓÔÏË).

3.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ Z_p ŒÅÒÎÙ ÏÂÙÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏ- ÓÔÉ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÌÉÓÔÏË).

3.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ Z_7 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÑ ÉÚ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÐÉÛÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ (ÉÌÉ, ŒÅÒÎÅÅ, ĂÐÏÓÌÅÄÎÉÅĄ) ÃÉÆÒÙ.

3.9*. äÌÑ ËÁËÉÈ ÅÝÅ x ∈ Z_7 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?