ìÉÓÔÏË 3

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

óÅÒÉÑ 1.

1.1. ðÒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n É b_n ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ lima_n = limb_n = 1, lima_n = limb_n = −1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ lima_nb_n = 1?

1.2. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ?

1.3. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_n, ÞÔÏ x_{n+1} − x_n → 0, Á ÐÒÅÄÅÌ x_n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

1.4. þÅÒÅÚ C[0; 1] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ÆÕÎËÃÉÊ, ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÔÁË

d(f; g) = max_{x∈[0,1]} |f(x) − g(x)|:

ëÏÍÐÁËÔÎÏ ÌÉ C[0; 1]?

óÅÒÉÑ 2.

2.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ s_n, ÇÄÅ

s_n = 1 − 1 2 + 1 3 − 1 4 + 1 5 − 1 6 + : : :

2.2. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (0; 1), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ.

2.3. äÏËÁÖÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ R^n: Á) Œ L^2-ÍÅÔÒÉËÅ; Â) Œ L^∞-ÍÅÔÒÉËÅ. (ïÄÎÏ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ: ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2.4.)

2.4. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Ó ÄŒÕÍÑ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ ȷ_1 É ȷ_2, ÚÁÄÁÀÝÉÍÉ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÞÔÏ X ÐÏÌÎÏ Œ ÍÅÔÒÉËÅ ȷ_1, ÎÏ ÎÅ Œ ÍÅÔÒÉËÅ ȷ_2.

2.5. ðÕÓÔØ ~C[0; 1] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ [0; 1] ÆÕÎËÃÉÊ, ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ~C[0; 1] ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÞÔÏ Œ ÚÁÄÁÞÅ 1.4. ëÏÍÐÁËÔÎÏ ÌÉ ~C[0; 1]? 2.6. ðÕÓÔØ c_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

a_0 = c_0; a_1 = c_0 + 1 c_1

; a_2 = c_0 + 1 c_1 + 1 c_2

; : : :

ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÐÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ {c_n}).

2.7. ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {c_n} ÐÅÒÉ- ÏÄÉÞÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a = lim_{n→∞} a_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

2.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

2.9. ðÕÓÔØ {x_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É lim_{n→∞} x_n = a. ðÏÌÏÖÉÍ y_n = (x_1 +: : :+x_n)=n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞} y_n = a. 2.10. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_n, ÞÔÏ x_{n+1} − x_n → 0, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y_n, ÇÄÅ y_n = (x_1 + : : : + x_n)=n, ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ.

2.11. ðÕÓÔØ s_n = 1 +^1_{1!} +^1_{2!} + : : :+^1_{n!} , p_n = ( 1 +^1_n )_n , r_n =^n

√_nn

n! . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lims_n = limr_n = limp_n (ŒÓÅ ÜÔÉ ÔÒÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÒÁŒÎÙ ÞÉÓÌÕ Å ÉÚ ÌÉÓÔËÁ 2, ÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ).

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Z_p ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÎÏ Œ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ.

3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ZŒ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ.

3.3. äÁÊÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ Z_p.

3.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ u ∈ Z_p ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ Z_p ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ u ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÃÉÆÒÁ Œ p-ÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ u ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ).

3.5. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÙÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ p-ÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ ÓÔÏÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÚÎÁËÏŒ, Á ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ ŒÌÅŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ p- ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Q_p. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ Q_p ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ĂÓÔÏÌÂÉËÏÍĄ (ËÁË É Œ Z_p). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ Z_p.

3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Q Œ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ.

3.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n ∈ Q_p} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim_{n→∞}(x_{n+1} − x_n) = 0.

3.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ Ó ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÙÍ.

3.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ.

3.10. çÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Z_2 É X? (îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ: ÄŒÁ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M É N ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÐÒÉ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ M ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ N, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.)