ìÉÓÔÏË 4

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÒÑÄ | ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ

a1 + a_2 + . . . + = ∞∑ n=1 a_n . òÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÕÍÍ s_n = ∑_n i=1 ai. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁÀÔÓÑ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (ÚÁÄÁÞÉ 2.8{2.9); ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ĂÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊĄ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎÏÇÄÁ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

óÅÒÉÑ 1.

1.1. åÓÌÉ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ liman = 0; ÐÏËÁÖÉÔÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ

ÎÅŒÅÒÎÏ.

1.2. ðÕÓÔØ |a_n| 6 b_n É ∑_∞ n=1 bn ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÏÇÄÁ É ∑_∞ n=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

1.3. ðÕÓÔØ a_n ¿ b_n ¿ 0 É ∑_∞ n=1 bn ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÏÇÄÁ É ∑_∞ n=1 an ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

1.4. ðÕÓÔØ a_1 ¿ a_2 ¿ . . . ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=1 an ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ

ÒÑÄÁ ∑_∞ k=1 2^ka_2k.

óÅÒÉÑ 2.

2.1. éÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ∞∑ n=1 1 n(log n)^p

ÐÒÉ ŒÓÅÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÁ p.

2.2. ðÕÓÔØ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 an ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, an > 0. ôÏÇÄÁ É ÒÑÄ ∑_∞ n=1 a_n 1 + a_n

ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2.3. ðÕÓÔØ ∑_∞ n=1 an É ∑_∞ n=1 bn | ÒÑÄÙ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, É ÐÕÓÔØ an ∼ bn ÐÒÉ

n → ∞. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄÙ ∑_∞ n=1 an É ∑_∞ n=1 bn ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ.

2.4. (ðÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ) äÌÑ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=1 an ÐÏÌÏÖÉÍ α = lim|an+1/an|, β = lim|a_{n+1}/a_n|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ α > 1, ÔÏ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ; Â) ÅÓÌÉ β < 1, ÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ;

Œ) ÅÓÔØ É ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ, É ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ α 6 1 6 β. 2.5. (ðÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ) äÌÑ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=1 an ÐÏÌÏÖÉÍ α = lim n√ a_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÅÓÌÉ α < 1, ÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ; Â) ÅÓÌÉ α > 1, ÔÏ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ;

Œ) ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ α 6 1 6 β ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁË ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ, ÔÁË É ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ. 2.6. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=1 an ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n ÎÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É lim b_n = 0. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 anbn ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2.7. éÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏŒ 1) ∞∑ n=1 √ n + 1 − √ n n ; 2) ∞∑ n=1 (^n √ n − 1)^n; 3) ∞∑ n=1 10^n n! ; 4) ∞∑ n=1 n4 2^n .

2.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ 0 < q < 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 − q 1 + q ( 1 − q^2 1 + q^2

)^1_2 (

1 − q^4 1 + q^4

)^1_4 ( 1 − q^8 1 + q^8

)^1_8 . . . = (1 − q)2.

2.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ_∞ ∑ n=1 1 n^s = ∏ p | ÐÒÏÓÔÏÅ 1 1 −^1_{ps}

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÅ Q_p ÒÑÄ ∑_∞ n=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

lim_{n→∞} a_n = 0 (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 1.1!).

ðÕÓÔØ {X_α}_{α∈S} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ŒÏ- ÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ {x_α}_{α∈S} , ÇÄÅ x_α ∈ X_α. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∏ α∈S X_α. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ S = N É X_i = {0, 1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ N, ÔÏ ∏ i∈N^Xi^{ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ}

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ Œ ÌÉÓÔËÅ 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅ X_α | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œŒÅÄÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ X = ∏ α∈S X_α ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÂÁÚÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ ∏ α∈S U_α, ÇÄÅ U_α ⊂ X_α | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ α,

ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÅÍ U_α = X_α.

3.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ S = N,

X_i = {0, 1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ i É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {0, 1} ÚÁÄÁÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÔÏ ÔÏÐÏ-

ÌÏÇÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ∏ i∈N^Xi^{ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ}

ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Œ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ Œ ÌÉÓÔËÅ 1 ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ôÉÈÏÎÏŒÁ.

3.3. ðÕÓÔØ ŒÓÅ X_α ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ; ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ∏ α∈S X_α ÔÁËÖÅ ÈÁÕÓÄÏÒ-

ÆÏŒÏ.

3.4. ðÕÓÔØ ÏÐÑÔØ X_α | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É X = ∏ α∈S X_α. ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ f: Y → X | ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ {f_α: Y → X_α}_{α∈S} . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ X_α | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÎÁ X ÚÁÄÁÎÁ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f: Y → X ÎÁÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_α: Y → X_α.

3.5*. ðÕÓÔØ ŒÓÅ X_α ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ É ËÏÍÐÁËÔÎÙ; ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ∏ α∈S X_α ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ; ËÁÖÄÏÍÕ ÃÅÌÏÍÕ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÞÉÓÌÕ x ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_n ∈ Z/p^nZ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÁË: x_n | ŒÙÞÅÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p^n ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍÉ n ÃÉÆÒÁÍÉ ÞÉÓÌÁ x. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

j: Zp →^∏_{n∈}NZ/p^nZ.

3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ j | ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÔÏ ÅÓÔØ: ÅÓÌÉ j(x) = j(y), ÔÏ x = y).

3.7. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ j ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ Z_p Ó ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ Œ ∏ n∈N^{Z/pnZ. ðÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ Z/pnZÚÁÄÁÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ}

ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ∏ n∈N^{Z/pnZÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ p-ÁÄÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÐÏ-}

ÌÏÇÉÀ ÎÁ Z_p.

3.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_i}_{i∈}NÉÚ ∏ n∈N^{Z/pnZÌÅÖÉÔ Œ j(Z}p^{) (ÓÍ.}

ÚÁÄÁÞÕ 3.6) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x_{i+1} ≡ x_i (mod p^i) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ N.