ìÉÓÔÏË 5

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

óÅÒÉÑ 1.

1.1. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f_n É g_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ R. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_ng_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ?

1.2. ðÕÓÔØ S_n | ŒÌÏÖÅÎÎÁÑ (S_n ⊃ S_{n+1}) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔÒÅÚËÁ [0, 1]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^∞∩_{n=0} S_n ≠ ∅.

1.3. æÕÎËÃÉÑ äÉÒÉÈÌÅ D(x) ÒÁŒÎÁ 1 ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ x É 0 ÄÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ D(x) ËÁË ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÓÔÕÐÅÎÞÁ- ÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ?

1.4. æÕÎËÃÉÑ f, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ R, ÄÌÑ ŒÓÅÈ x É y ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ |f(x)− f(y)| ≤ (x − y)^2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

óÅÒÉÑ 2.

2.1. Á) óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ [0, 1] ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n = (1 + x^n)/(1 + x^{2n})?

Â) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ g_n = (1 + x^{2n−1})/(1 + x^{2n}).

2.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÅÓÔØ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_n ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b], ÔÁËÕÀ ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f(x) = lim_{n→∞} f_n(x).

2.3. ðÕÓÔØ f_n | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ d.

2.4. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ f_n ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙ ÎÁ [a; b], Á f | ÎÅÔ.

2.5. ðÕÓÔØ f_n | ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (f_{n+1}(x) ≥ f_n(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [a, b] É n ∈ N), f(x) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ.

2.6. ðÕÓÔØ f_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, f(x) | ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ.

2.7. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ.

2.8. æÕÎËÃÉÑ f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f^′ = f^2 − 1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ?

2.9. ðÕÓÔØ f | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ 2000 ÒÁÚ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ f^′(a) = f^{′′}(a) = . . . = f^{(1999)}(a) = 0, Á f^{(2000)}(a) < 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f.

2.10. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = e^{−1/x2} ÐÒÉ x ≠ 0 É f(0) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É Œ ÎÕÌÅ) É ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÎÕÌÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÉ- ÍÅÒ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÔÏÞËÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0.

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. áÂÓÏÌÀÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÁ K ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ x → ‖x‖ ÉÚ K ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÁËÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ: ‖x‖ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ‖x‖ = 0, ‖xy‖ = ‖x‖ · ‖y‖, ‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y|. ðÒÉÍÅÒÙ: x → |x| ÎÁ ÐÏÌÅ R ÉÌÉ C ; p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ Q_p.

áÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÁ ÐÏÌÅ ÍÅÔÒÉËÕ ρ(x, y) = ‖x − y‖, Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ‖ · ‖ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ‖x‖ = 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ≠ 0. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ lim_{n→∞} x^n.)

3.2. áÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ‖ · ‖ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖x + y‖ 6 max{‖x‖, ‖y‖}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÕÌØÔÒÁÍÅÔÒÉÞÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ M ¿ 0, ÞÔÏ ‖n · 1_K ‖ 6 M ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ N (ÚÄÅÓØ 1_K ∈ K | ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÏÌÑ K. (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÌÀÂÏÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÕÌØÔÒÁÍÅÔÒÉÞÎÏ!) (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ‖(x + y)^n‖.)

3.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÎÁ ÐÏÌÅ K ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ α > 0, ÞÔÏ ‖x‖_2 = ‖x‖^α_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (‖x‖_1 < 1) ⇔ (‖x‖_2 < 1). ) íÏÖÅÔÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÀÂÙÍÉ ÉÚŒÅÔÓÎÙÍÉ œÁÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ.

3.4. Á) ðÕÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÎÁ ÐÏÌÅ K ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ; ŒŒÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ K×K ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ‖ · ‖_1, Á ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ | ÉÚ ‖ · ‖_2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ´ ⊂ K · K, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ (x; x), ÐÌÏÔÎÏ Œ K × K (ÔÏ ÅÓÔØ —´ = K × K).

Â) ïÂÏÂÝÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ n ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.