ìÉÓÔÏË 6

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

óÅÒÉÑ 1.

1.1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ f^{(43)}(0) ÄÌÑ f(x) = sin(x^{13} + x^{15}). 1.2. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = { x^3, x ≤ 0; sin^3 x, x > 0?

1.3. œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 ÓÒÁŒÎÉÔÅ sin(x + x^3) É sin x + sin^3 x. 1.4. îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÁ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ

Á) cos(sin x), Â) (1 + x)^α − 1 − αx, Œ) (^1_2 − x) log_2(^1_2 − x) + (^1_2 + x) log_2(^1_2 + x), Ç) e^{sin x}.

óÅÒÉÑ 2.

2.1. îÁÊÄÉÔÅ lim_{x→0}(sin sh x − sh sin x)/x^7.

2.2. œÙÒÁÚÉÔÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 0.1% ÄÌÉÎÕ ÈÏÒÄÙ, ÓÔÑÇÉŒÁÀÝÅÊ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÕÇÕ α, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ α ÐÒÉ Á) α < 0.1; Â) α < 0.2; Œ) α < 0.3. 2.3. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÐÒÉ x → ∞ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

arctg x = π 2 + A x + B x + C x^3

+ o(x^{−3}).

2.4. îÁÐÉÛÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ

Á) e^{αx} sin βx, Â) arctg x, Œ) 1 (1 − x)(2 − x)

, Ç) 1 (1 − x)^a

, Ä) arcsin x.

2.5. ðÕÓÔØ f, g | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, f(0) = g(0) = 0, f^′(0) = g^′(0) = 1, φ(x) = f^{(−1)}(x), ψ(x) = g^{(−1)}(x) (ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{x→0} f(x) − g(x) φ(x) − ψ(x) = 1.

2.6. ðÕÓÔØ ξ(ε) | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ cos x = (1 + ε)x. îÁÊÄÉÔÅ ξ(ε) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(ε^2). 2.7. ðÕÓÔØ η(ε) | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ sin x = (1 − ε)x. îÁÊÄÉÔÅ η(ε) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Á) o(ε); Â) o(ε^2). 2.8. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ 0 ÄÌÑ ËÏÒÎÑ x(p) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^5 + x = p.

2.9. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ sin x = 1/x ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ŒÉÄÁ

x_n = πn + A n^α + B n^β + o(n^{−β} ), n → ∞ A ≠ 0, B ≠ 0. 2.10. ðÕÓÔØ φ(x) = 3x^2 − 2x^3. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_k ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÅËÕÒ- ÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x_{k+1} = φ(x_k). ðÕÓÔØ x_0 ≥ (1/2) + (1/2n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_k ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ;

2) lim_{k→∞} x_k = 1;

3) ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ 1 ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2^{−n} ÐÏÓÌÅ O(log n) ÛÁÇÏŒ.

2.11. úÁÐÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ 0 ÄÌÑ tg x (ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) Œ ŒÉÄÅ

tg x = ∞∑ n=0 p_n x^{2n+1} (2n + 1)! . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ p_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

p_0 = 1, p_{r+1} = ∑ n+k=r ( 2r + 2 2n + 1 ) p_np_k, ÐÒÉ r ≥ 1. îÁÊÄÉÔÅ p_1, p_2, p_3.

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÓÉÍŒÏÌÁ ∞. åÓÌÉ ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Q_∞ = R, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ v ∈ S ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ Q_v. ëÏÌØÃÏÍ ÁÄÅÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {x_v ∈ Q_v}_{v∈S} , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ: x_p ∈ Z_p ÄÌÑ ŒÓÅÈ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÄÅÌÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

A (ÔÏÞÎÅÅ, AQ).

3.1. ðÏÓËÏÌØËÕ Q ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÌÏÖÅÎÏ Œ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ Q_v, ÇÄÅ v ∈ S, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i : Q → ∏ v∈S Qv, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ x Œ ÎÁÂÏÒ {xv}, ÇÄÅ xv |

ÞÉÓÌÏ x, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ Q_v. ñÓÎÏ, ÞÔÏ i | ŒÌÏÖÅÎÉÅ; ÐÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ i(Q) ⊂ A .

3.2. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÁÄÅÌÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÂÁÚÉÓ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ ∏ v∈S U_v, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ U_v ÏÔËÒÙÔÏ

Œ Qv É ÄÌÑ ŒÓÅÈ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p

ÉÍÅÅÍ U_p = Z_p ⊂ Q_p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ i(Q) ⊂ A .

3.3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ l É ÐÏÌÏÖÉÍ S^′ = S \ {l}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ A^′ , ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÎÅÍ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i^′ : Q → A^′ , ÚÁÍÅÎÑÑ ŒÓÀÄÕ Œ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ S ÎÁ S^′. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ i^′(Q) ⊂ A^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ A^′ .