ìÅËÃÉÑ 2. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÎÅÔ ÔÒÕÄÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ. åÅ ÃÅÌØ | ÐÒÉÕÞÉÔØ ŒÁÓ Ë ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÍÕ ÑÚÙËÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÁËÔÉŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. ëÁË ÐÉÓÁÌ ÐÏ ÓÈÏÄÎÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ó. ìÅÎÇ Œ ÓŒÏÅÊ ÚÁÓÌÕÖÅÎÎÏÊ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ËÎÉÇÅ ĂáÌÇÅÂÒÁĄ, ĂÇÌÁŒÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÎÁÞÉ- ÎÁÀÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÏŒÌÁÄÅÎÉÉ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÓÌÏŒÁÒÎÙÍ ÚÁÐÁÓÏÍ ÚÁ ËÏÒÏÔ- ËÏÅ ŒÒÅÍÑĄ. âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÐÒÏÓÔÙ; ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÉÈ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ÔÅËÓÔÅ ÌÅËÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ F ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ X \ F ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÇÎÏŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏ- ÇÄÁ:

1) óÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X É ÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ? ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ.

2) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

3) ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

íÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÄÅÌÅÎ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ (1){(3) ÉÚ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 2.2. ïÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É M ⊂ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÈ M.

úÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —M. œŒÉÄÕ ÐÕÎËÔÁ (2) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÎÑÔÉÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÔÁËÏŒ: ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Ë ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ —M ÍÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ M ŒÓÅ ÔÅ ÔÏÞËÉ x, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ Œ M ÎÅ ÌÅÖÁÔ, ÎÏ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ĂÓËÏÌØ ÕÇÏÄ- ÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÏÔ xĄ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÔÓŒÁ M ÉÍÅÀÔÓÑ; ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË x ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.

ôÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÁÂÚÁÃÕ ÐÒÉÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É M ⊂ X. ôÏÇÄÁ —M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U 3 x ÉÍÅÅÍ U “ M 6= ?. (∗)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ x ∈ —M; ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ⊃ M ÉÍÅÅÍ F ∋ x. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÜÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ U = X \ F , ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ U ∩ M = ?, ÉÍÅÅÍ U ∌ x, ÉÌÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ: ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, ÔÏ U ∩ M ≠ ?. îÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ (∗).

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÄÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÓÔØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ X É Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V ⊂ Y ÅÇÏ ÐÒÏÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(V ) ⊂ X ÔÁËÖÅ ÏÔËÒÙÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ĂôÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁĄ: ÐÕÓÔØ V ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÏ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f^{−1}(V ) ÏÔËÒÙÔÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ x ∈ f^{−1}(V ). ôÁË ËÁË f ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1.11 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_x ⊂ X, ÞÔÏ U_x ∋ x É f(U_x) ⊂ V | ÉÎÉÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, U_x ⊂ f^{−1}(V ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, f^{−1}(V ) = S_{x∈f} �1_{(V )} U_x. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ U_x ÏÔËÒÙÔÙ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÁËÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ f^{−1}(V ) ÏÔËÒÙÔÏ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ĂôÏÇÄÁĄ: ÐÕÓÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÙ, ÐÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ V ∋ f(x); ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U = f^{−1}(V ) ÏÔËÒÙÔÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, É f(U) ⊂ V . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.5, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚ X Œ Y .

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ | ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É Y ⊂ X | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ ÎÁ Y ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÏÂSSÑŒÉŒ ÅÇÏ ÏÔËÒÙ- ÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ U ∩ Y , ÇÄÅ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ðÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ Y , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X.

œÁÍ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÓÔÉ (ÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ) ÐÒÏŒÅÒËÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Y , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ- ÅÍ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 2.8. ðÕÓÔØ Z⊂ R | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ). ôÏÇÄÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ

ÎÁ ZÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).

îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÍÁ | ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓ- ÄÏÒÆÏŒÙÍ (ÉÌÉ ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x, y ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ∋ x É V ∋ y, ÞÔÏ U ∩ V = ?.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.10. œÓÑËÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É x, y ∈ X | ÄŒÅ ÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ðÏÌÏÖÉÍ d = ρ(x, y). ôÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ B_{d/2}(x) É B_{d/2}(y) ÓÏÄÅÒÖÁÔ x É y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÔÏÞËÁ z ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÁ ÏÂÏÉÍ ÛÁÒÁÍ, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ d = ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(y, z) < d/2 + d/2 = d, ÞÔÏ ÎÅÌÅÐÏ.

œÓÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ, ÂÕÄÕÔ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍÉ. çÌÕÐÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÔÓÒÁÎÓÔŒÏ | ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÞÅÎØ ÏÂÝÅÅ, ÐÏÄ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÅÉÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, É ÍÎÏÇÏ ÍÁÌÏÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÖÉÚÎÉ ÔÏÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ; ÐÒÉŒÅÄÅÍ, ÎÁ ÐÒÏÝÁÎÉÅ Ó ÎÅËÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑÍÉ, ŒÁÖÎÙÊ

ðÒÉÍÅÒ 2.11 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ). œŒÅÄÅÍ ÎÁ R^n ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÏÂSSÑŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅ- ÛÅÎÉÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ) ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÉ- ÄÁ f_α(x_1, . . ., x_n) = 0, ÇÄÅ ŒÓÅ f_α | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ^1.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,

? É R^n ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1 = 0

É 0 = 0); ÔÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÁËÄÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F , ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ f_α(x_1, . . ., x_n) = 0, É ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ

1éÚ ĂÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅĄ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ ŒÉÄÁ fff(x1, . . . , xn) = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ; ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÓÌÏÖ- ÎÏ, ÎÏ Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÅÍÕ ÎÅ ÍÅÓÔÏ.

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ g_β(x_1, . . ., x_n) = 0, ÔÁËÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ F ∪ G ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_αg_β = 0 (ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ α É β) | ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ; ÍÁÌÏ ÔÏ- ÇÏ: Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ! œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ U_1 = R^n \ F_1 É U_2 = R^n \ F_2 | ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ; ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ U_1 ∩ U_2 ≠ ? ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ F_1 ∪ F_2 ≠ R^n. ðÕÓÔØ f_1 É f_2 | ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ F_1 É F_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. åÓÌÉ F_1 ∪ F_2 = R^n, ÔÏ É ÐÏÄÁŒÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1 Éşf_2 ÒÁŒÎÏ R^n. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_1f_2 ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÎÁ R^n, ÞÔÏ ÎÅ- ŒÏÚÍÏÖÎÏ.

œÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ. þÔÏÂÙ ÐÒÏÄÅÍÏÎ- ÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÈÁÕÓ- ÄÏÒÆÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÅÌÁ. óÎÁÞÁÌÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.12. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÔÓÒÁÎÔÓŒÏ. ôÏÞ- ËÁ x ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x} ÏÔËÒÙÔÏ.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÏÞËÁ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÁ, ÅÓÌÉ ĂÐÏÂÌÉÚÏÓÔÉ ÏÔ ÎÅÅĄ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.13. ðÕÓÔØ X É Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ; ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ É ÞÔÏ a ∈ X | ÎÅ- ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X \ {a} → Y ÐÒÅÄÅÌ lim_{x→a} f(x) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ, ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÒÅÄÅÌÏÍ f(x) ÐÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑ- ÝÅÍÓÑ Ë a, ÂÕÄÕÔ ÄŒÅ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ b_1 É b_2. ðÏÓËÏÌØËÕ Y ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ- ŒÏ, Œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_1 ∋ b_1 É V_2 ∋ b_2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_1 É U_2, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ a, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(U_1 \ {a}) ⊂ V_1 É f(U_2 \ {a}) ⊂ V_2. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ a ÎÅÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÁ, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_1 ∩ U_2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ a^′ ≠ a. ôÏÇÄÁ f(a^′) ∈ V_1 ∩ V_2, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ V_1 É V_2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.