äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÌÅËÃÉÉ 2

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ ŒÙÐÁÌ ÉÚ ÚÁÐÉÓÏË ÌÅËÃÉÉ 2:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.14. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É M ⊂ X | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ —M ⊂ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ N | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. óÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ —M ⊂ N, Á ÚÁÔÅÍ, ÞÔÏ N ⊂ —M.

—M ⊂ N: ÐÕÓÔØ x ∈ —M. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈_N ÛÁÒ B_{1/n}(x) ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó M; ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÔÏÞËÕ (ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ x_n. ðÏÓËÏÌØËÕ ρ(x_n, x) < 1/n, ÉÍÅÅÍ lim_{n→∞} x_n = x, ÔÁË ÞÔÏ x ∈ N.

N ⊂ —M: ðÕÓÔØ x ∈ N, ÔÏÇÄÁ x = lim_{n→∞} x_n, ÇÄÅ x_n ∈ M ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊃ x ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ (É ÎÅ ÏÄÎÏ!) ÞÉÓÌÏ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x_n ∈ U; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, U ∩ M ≠ ⊥, ÏÔËÕÄÁ x ∈ —M.

ìÅËÃÉÑ 3. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁËÏÎÅÃ ÓÔÒÏÇÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ É ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ÎÉÍÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØÓÑ Q (ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. óÅÞÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ Q, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) M ≠ Q.

2) åÓÌÉ p ∈ M É q < p, ÔÏ q ∈ M.

3) œÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 3.2. ðÕÓÔØ r | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_r ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ r. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ M_r ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅ- ÞÅÎÉÅ (É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÙÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ). ïÄÎÁËÏ ÖÅ ËÒÏÍÅ ÓÅÞÅÎÉÊ ŒÉÄÁ M_r, ÇÄÅ r ∈ Q, ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ:

ðÒÉÍÅÒ 3.3. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ Q ÔÁË: M = � r ∈ Q | r 6 0 ÉÌÉ r ¿ 0 É r^2 < 2 � . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÐÏÌÎÉ- ÍÏÓÔØ ÓŒÏÊÓÔŒ (1) É (2) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (3). éÔÁË, ÐÕÓÔØ r ∈ M; ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ r^′ > r ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ r^′ ∈ M. åÓÌÉ r 6 0, ŒÓÅ ÑÓÎÏ (ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÚÑÔØ r^′ = 1). ðÕÓÔØ r > 0. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ r^′ Œ ŒÉÄÅ r + h, ÇÄÅ h | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ r^2 < 2; ÞÔÏÂÙ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (r + h)^2 < 2, ÏÃÅ- ÎÉÍ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓŒÅÒÈÕ. âÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ h ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ h < 1 (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÉÞÅÍÕ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ):

(r + h)^2 = r^2 + 2rh + h^2 6 r^2 + 2 · 2h + h = r^2 + 5h

(ÍÙ ÕÞÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ r^2 < 2 ŒÌÅÞÅÔ r < 2 É ÞÔÏ h^2 < h ÐÒÉ 0 < h < 1). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÂÒÁÔØ h ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 0 < h < (2 − r^2)/5, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (r + h)^2 < 2 ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÓÉÎÏÎÉÍ: ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ R.

ë ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ r ∈ Q ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÓÅÞÅÎÉÅ M_r; ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Q Œ R, Á ÓÅÞÅÎÉÑ ŒÉÄÁ M_r ÂÕÄÕÔ Õ ÎÁÓ ÉÇÒÁÔØ ÒÏÌØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. A posteriori ÏËÁ- ÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ α, | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ α (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÅÞÅÎÉÅ M ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3.3 ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÞÉÓÌÏ √ 2), ÎÏ ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÐÒÁ- ŒÏ ÔÁË ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÎÁÄÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ! œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÈÏÔÑ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÓÑËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ | ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ËÁË É ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÒÏÞÎÙÍÉ ÌÁÔÉÎÓËÉÍÉ É ÇÒÅÞÅÓËÉÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔ- ÓÑ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÐÒÉÒÏÄÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ α ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÅÒÅÚ M_α (ÞÔÏ- ÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ, ÎÏ ÛÏËÉÒÕÀÝÉÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ÎÁÐÏÄÏ- ÂÉÅ 1 ∈ √ 2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, α É M_α | ÜÔÏ ÄŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ. îÁËÏÎÅÃ, R | ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÓËÌÁ- ÄÙŒÁÔØ, ÕÍÎÏÖÁÔØ, É Ô. Ä.; ŒÓÅ ÜÔÉ ŒÅÝÉ ÎÕÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÅÍ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ É ÚÁÊÍÅÍÓÑ.

ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÅÖÄÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ α, β ∈ R. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ α ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ β (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: α 6 β), ÅÓÌÉ M_α ⊂ M_β.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ α É β ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÏ ÌÉÂÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ α 6 β, ÌÉÂÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ β 6 α.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ α 6 β ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ M_α, ÎÏ ÎÅ M_β. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M_β ⊂ M_α. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p ∈ M_β ÉÍÅÅÍ p < r (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p ¿ r É Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÅÞÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ p ∈ M_β), ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÀ (2) ÉÍÅÅÍ p ∈ M_α. éÔÁË, M_β ⊂ M_α, ÔÏ ÅÓÔØ β 6 α.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. ðÕÓÔØ α, β ∈ R. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ α < β, ÅÓÌÉ

α 6 β É α ≠ β; ÞÔÏ α ¿ β, ÅÓÌÉ β 6 α; ÞÔÏ α > β, ÅÓÌÉ α ¿ β É α ≠ β.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Õ ÎÁÓ ÔÅÐÅÒØ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ: ÏÄÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÓÏ ÛËÏÌÙ, É ÄÒÕÇÏÅ | ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ 3.5, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ Ë ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ R (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÑÍ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁ- ÓÏŒÁÎÙ: ÜÔÏ ÌÅÇËÏ. åÝÅ ÐÒÏÝÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÔÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ ÛËÏÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒ, Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÁÄÏ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ËÏÅ-ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ M_1 É M_2 | ÓÅÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ Q, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ p_1+p_2, ÇÄÅ p_1 ∈ M_1, p_2 ∈ M_2, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÑ (1), (2) É (3) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅÞÅÎÉÑ.

õÓÌÏŒÉÅ (1): ÐÏÓËÏÌØËÕ M_1 É M_2 | ÓÅÞÅÎÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A É B, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ M_1 ÍÅÎØÛÅ A, Á ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ M_2 ÍÅÎØÛÅ B (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (2), ÏËÁÚÁ- ÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏ M_1 ÉÌÉ M_2 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ Q). ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ M ÍÅÎØÛÅ A + B, É A + B /∈ M.

õÓÌÏŒÉÅ (2): ÐÕÓÔØ p ∈ M É q < p. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ M ÉÍÅÅÍ p = p_1 + p_2, ÇÄÅ p_1 ∈ M_1 É p_2 ∈ M_2. ðÏÓËÏÌØËÕ q < p, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁ- ËÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ q_1 É q_2, ÞÔÏ q = q_1 + q_2, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ q_1 < p_1 É q_2 < p_2. ôÁË ËÁË M_1 É M_2 | ÓÅÞÅÎÉÑ, ÕÓÌÏŒÉÅ (2) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ q_1 ∈ M_1, q_2 ∈ M_2, ÏÔËÕÄÁ q ∈ M.

õÓÌÏŒÉÅ (3): ÐÕÓÔØ p = p_1 + p_2 ∈ M (p_i ∈ M_i). ôÁË ËÁË M_i | ÓÅÞÅÎÉÑ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ p^′_i ∈ M_i, ÞÔÏ p^′_i > p_i. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ p^′ = p^′_1 + p^′_2 ∈ M É p^′ > p. úÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

œÏÏÒÕÖÉŒÛÉÓØ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÄÁÄÉÍ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ α, β ∈ R | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÈ ÓÕÍ- ÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ p + q, ÇÄÅ p ∈ M_α, q ∈ M_β.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 3.8. œÐÒÏÞÅÍ, ÏÄÎÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÍÁÌÏ: ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ ÍÙ É ÒÁÎØÛÅ ÕÍÅÌÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅÍ 3.9) ÄÁÓÔ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ĂÐÏ ÓÔÁÒÉÎËÅĄ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ r_1, r_2 ∈ Q, ÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ M_{r1+r2} (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.2) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ p+q, ÇÄÅ p ∈ M_{r1} É q ∈ M_{r2} . üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË (Á ÅÓÌÉ ÂÙ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÐÅÒÅÄÅÌÙŒÁÔØ!); ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÐÒÅ- ÄÏÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ôÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÏ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ (ÇÏŒÏÒÑ ÐÏ-ÛËÏÌØÎÏÍÕ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÞÅÔÁ- ÔÅÌØÎÙÊ É ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎÙ).

òÁÚÏÂÒÁŒÛÉÓØ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ a − b = a + (−b), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ É Œ ÄÁÌØ- ÎÅÊÛÅÍ:

ìÅÍÍÁ 3.10. ðÕÓÔØ α, β ∈ R É α < β. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r, ÞÔÏ α < r < β.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ r ∈ M_β \ M_α. ðÏÓËÏÌØËÕ, ŒŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÅÞÅÎÉÑ, M_α ⊂ M_r ⊂ M_β, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ | ÓÔÒÏÇÉÅ, ÞÉÓÌÏ r ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. ðÕÓÔØ α | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ −r, ÇÄÅ r ∈ Q É r > α, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÔÏ- ÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ −α; ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ α ∈ R ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ α + (−α) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ (ÐÒÉ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ (3) Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 3.10).

ôÅÐÅÒØ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÁÐÏÄÏ- ÂÉÅ a − (b − c) = a − b + c ÉÌÉ (a < b) ⇔ (−b < −a). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÐÒÏŒÅÒËÅ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ a + 0 = 0 É (a > 0) ⇔ (−a < 0), ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑÍÉ.

äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ |a| = max(a, −a) ) É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÓÅ ÏÂÙÞÎÙÅ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ Ó ÍÏÄÕÌÑÍÉ. üÔÁ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÍÙ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÓÌÏÖÅ- ÎÉÅ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÅÖÄÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÓÔÁÌÏ ÚÁËÏÎÎÙÍ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ. óÄÅÌÁÅÍ ÍÙ ÜÔÏ ÎÅ ÓÒÁÚÕ, Á ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ. ðÏÎÑÔÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ, ŒÅÓØÍÁ ŒÁÖÎÙ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.12. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ α ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {r_n}_{n∈}N ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ lim_{n→∞} r_n = α.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ (ÎÅ ÎÁÚÙŒÁÑ ŒÅÝÅÊ ÓŒÏÉÍÉ ÉÍÅÎÁÍÉ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ α Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n /∈ M_α, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ α, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÓŒÅÒÈÕ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ r_1. éÔÁË, r_1 6 α, r_1+1 > α. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ r_1, r_1+1/10, r_1+2/10, . . ., r_1+10/10. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ α, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ α; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ i ∈ [0; 9], ÞÔÏ r_1+i/10 6 α É r_1+(i+1)/10 > α. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ r_1 + i/10 = r_2. ôÅÐÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ j ∈ [0; 9], ÞÔÏ r_2 + j/10^2 6 α É r_2 + (j + 1)/10^2 > α, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ r_2 + j/10^2 = r_3, É Ô. Ð. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ r_n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ r_n 6 α < r_n + 1/10^{n−1}. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, |r_n − α| < 10^{n−1}, ÏÔËÕÄÁ lim_{n→∞} r_n = α.

ôÅÐÅÒØ | ŒÁÖÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.13. ôÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ R ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ c ∈ R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ: x 6 c ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ X. ôÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ sup X.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ (ÉÎÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏ- ÓÔÉ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ĂŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØĄ) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕĄ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ). œÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÏÄÎÁËÏ, ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÉÍÅÅÔÓÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.14 (Ï ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ). œÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∈ R ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M ⊂ Q | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÊ M_α ⊂ Q ÄÌÑ ŒÓÅÈ α ∈ X. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M | ÓÅÞÅÎÉÅ É ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ X.

ôÁË ËÁË X ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÓŒÅÒÈÕ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ c ∈ R, ÞÔÏ α 6 c ÐÒÉ ŒÓÅÈ α ∈ X. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÍÅÖÄÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, M_α ⊂ M_c ÄÌÑ ŒÓÅÈ α ∈ X, ÏÔÓÀÄÁ M ⊂ M_c, É ÌÀÂÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÅ Œ M_c, ÎÅ ÌÅÖÉÔ É Œ M, ÔÁË ÞÔÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ (1) Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÅÞÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. åÓÌÉ p ∈ M_α ⊂ M É q < p, ÔÏ q ∈ M_α ⊂ M, ÔÁË ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (2) ÔÏÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. îÁËÏÎÅÃ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÕÓÌÏŒÉÅ (3): ÅÓÌÉ p ∈ M_α ⊂ M | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ M, ÔÏ p É ÐÏÄÁŒÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ Œ M_α, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

éÔÁË, M | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÞÅÎÉÅ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ M, | ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÔÅ- ÐÅÒØ ÏÞÅŒÉÄÅÎ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.5: ÂÕÄÕÞÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ M_α, ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ M, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÅÈ ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ŒÏÏÂÝÅ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÅÞÅÎÉÉ), ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÍ ŒÓÅ M_α.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ | ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ Œ ÎÁ- ÛÅÍ ËÕÒÓÅ, ÇÄÅ ÍÙ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÞÅÒÅÚ ÓÅÞÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔŒÁÍÉ (ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ).

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.13 É ÔÅÏÒÅÍÙ 3.14 ÅÓÔØ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÚÎÁËÏŒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ.

éÍÅÎÎÏ, ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ c, ÞÔÏ c 6 x ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ X. œÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ (ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ) ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ. üÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.14 (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X). ôÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ inf X.

ôÅÐÅÒØ | ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ŒÅÒÈÎÅÊ (É ÎÉÖÎÅÊ) ÇÒÁÎÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.15. ðÕÓÔØ X | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R. ôÏÇÄÁ sup X É inf X ÌÅÖÁÔ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X (ÅÓÌÉ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a = sup X. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÞÉÓÌÏ a−ε ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X: ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ x ∈ X, ÞÔÏ a − ε < x; Ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁËÖÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, x 6 a. úÎÁÞÉÔ, x ∈ B_ε(a). œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÂÏÒÁ ε, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ a ∈ —X.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ | ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÐÒÉ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÏÂÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ,

ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ. îÅÓËÏÌØËÏ ÕÐÒÏÝÁÑ ÄÅÌÏ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÕÖÎÁ ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÄÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÎÅ ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÅÇÏ ÚÁÒÁÎÅÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.16. œÓÑËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n}_{n∈}N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ x_1 6 x_2 6 · · · 6 x_n 6 · · · . (œ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÎÏ- ÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÍÉ, Á ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÒÏ- ÇÉÅ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ {x_n}_{n∈}N | ÎÁÛÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, É ÐÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ x_n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.14 Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÅÓÔØ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ a; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a = lim_{n→∞} x_n.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ a ∈ —X ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.15, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ε > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ a − ε < x_n 6 a. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ŒÓÅ ÅÅ ÞÌÅÎÙ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ a, ÜÔÏ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ¿ n, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ

m ¿ n ÉÍÅÅÍ |xm − a| < ε, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ; ÎÁ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ËÁË ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.16.

ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ, ÐÏÌÅÚÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÇÌÁÛÅ- ÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —R = R ∪ {±∞}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÙ ÄŒÁ ÓÉÍŒÏ- ÌÁ: ∞ (ÏÎÁ ÖÅ +∞) É −∞. îÉËÁËÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ Ó ÜÔÉÍÉ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÑÍÉĄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÍÏÖÎÏ ÉÈ ÔÏÌØËÏ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÖËÏÊ É Ó ÞÉÓÌÁÍÉ: ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ −∞ < x < ∞ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R. œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.14 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ —R ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏ ÓŒÅÒÈÕ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R, ÔÏ ÅÇÏ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ sup X ∈ R, Á ÅÓÌÉ X ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÓŒÅÒÈÕ, ÔÏ ÅÇÏ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ Œ —R ÒÁŒÎÁ +∞; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑ- ÔÅÌØÎÏ).

éÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÜÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.17. ðÕÓÔØ {x_n}_{n∈}N | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÅ ŒÅÒÈÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ (ÉÌÉ ÓÉÍ- ŒÏÌ) lim x_n = inf_n sup_m ¿n x_m ∈ R ∪ {±∞}. äÒÕÇÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÅÒÈ-

ÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ: lim sup x_n. äÁÌÅÅ, ÎÉÖÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ {x_n}_{n∈}N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ lim x_n = sup_n inf_m¿_n x_m ∈ R ∪ {±∞}. äÒÕÇÏÅ ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ: lim inf x_n.

þÔÏÂÙ ÏÓŒÏÉÔØÓÑ Ó ÜÔÉÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, ÄÁŒÁÊÔÅ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ. ìÅÍÍÁ 3.18. ðÕÓÔØ {x_n}_{n∈}N | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ U_n = sup_m ¿n x_m É L_n = inf_m¿_n x_m. ôÏÇÄÁ

L_p 6 U_q ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p, q ∈ N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÅÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {U_n}_{n∈}N ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ {L_n}_{n∈}N ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ L_n 6 U_n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ N. éÚ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÌÅÍÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.19. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {x_n}_{n∈}N ÉÍÅÅÍ lim x_n 6 lim x_n.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÐÅÒŒÙÊ (ÐÏËÁ ÅÝÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂ- ÎÙÊ) ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ Õ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.16.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.20. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n}_{n∈}N ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ (Œ R) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ŒÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ËÏÎÅÞÎÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÔ Œ R). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÅ ŒÅÒÈÎÉÍ É ÎÉÖÎÉÍ ÐÒÅÄÅ- ÌÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ ĂÔÏÇÄÁĄ (ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ), ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉŒ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ a ∈ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ É ŒÅÒÈÎÉÍ, É ÎÉÖÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÎÁÛÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÐÏ- ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a = lim_{n→∞} x_n.

âÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÌÅÍÍÙ 3.18. éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.16 (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{n→∞} L_n = lim_{n→∞} U_n = a. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ε > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ a − ε < L_n 6 a 6 U_n < a + ε.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ L_n É U_n ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ, ÐÒÉ ŒÓÅÈ m ¿ n, ÉÍÅ- ÅÍ L_n 6 x_m 6 U_n. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÉ ŒÓÅÈ m ¿ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ a − ε < x_m < a + ε. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_n}_{n∈}N.

ïÓÎÏŒÙŒÁÑÓØ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÏŒÅÒ- ÛÅÎÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ. îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏÂÎÏ ÄÁÔØ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕ- ÞÁÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.21. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÔÏÞÅË {x_n}_{n∈}N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ (ÓÉÎÏÎÉÍ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ N ∈ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ m, n > N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ρ(x_m, x_n) < ε.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.22. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÏ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ lim_{n→∞} x_n = a. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÇÏ r > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ρ(x_n, a) < r/2 ËÁË ÔÏÌØËÏ n > N. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ m, n > N, ÔÏ ρ(x_m, x_n) 6 ρ(x_m, a) + ρ(x_n, a) < r/2 + r/2 = r. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ε > 0 ÎÁÊÄÅÍ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.10, ÔÁËÏÅ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÅ r > 0, ÞÔÏ r < ε, Á ÚÁÔÅÍ ÞÉÓÌÏ N ∈ N, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ ŒÙÛÅ. åÓÌÉ m, n > N, ÔÏ ρ(x_m, x_n) < r < ε, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.23. èÉÔÒÏÓÔÉ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ε ÎÁ r Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁŒÁ ÎÁÐÉÓÁÔØ ε/2, ÔÁË ËÁË ÅÝÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

éÔÁË, ŒÓÑËÁÑ ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÅÄÅÌ (ÅÝÅ ÇÏŒÏÒÑÔ: ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔ ŒÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.24. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÙÍ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÒŒÁÌ (0; 1) (Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó R) ÎÅÐÏÌÏÎ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n = 1/n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ (ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ R ⊃ (0; 1) ), ÎÏ ÐÒÅÄÅÌÁ Œ (0; 1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ R, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÐÏÌÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.25 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÁ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.22. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ {x_n}_{n∈}N | ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ìÅÍÍÁ 3.26. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ (É ÓŒÅÒÈÕ, É ÓÎÉÚÕ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ; ŒÚÑŒ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ε = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ m ¿ n ÉÍÅÅÍ |x_m − x_n| < 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |x_m| 6 |x_n| + 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ m ¿ n; ÐÏÌÁÇÁÑ C = max{|x_1|, . . ., |x_{n−1}|, |x_n| + 1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |x_k| 6 C ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ∈ N, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ α = lim x_n É β = lim x_n ËÏÎÅÞÎÙ; ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌÁ Õ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÎÅÔ, ÔÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ËÒÉÔÅÒÉÑ 3.20 ÉÍÅÅÍ α < β. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ε | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ β − α (ÔÁËÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.10). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ N ∈ N ÉÍÅÅÍ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 3.18, U_N ¿ β É L_N 6 α. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÞÉÓÅÌ U_N É L_N , ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ m, n ¿ N, ÞÔÏ

β 6 xm 6 UN É LN 6 xn 6 α. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, xm − xn ¿ β − α > ε. œŒÉÄÕ

ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÂÏÒÁ N, ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏŒÙ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.27. ðÕÓÔØ α, β ∈ R | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ lim_{n→∞} p_nq_n, ÇÄÅ {p_n}_{n∈}N | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë α É {p_n}_{n∈}N | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë β.

þÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÐÒÁŒÏ ÄÁŒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ĂËÏÒÒÅËÔÎÏĄ; ËÏÎËÒÅÔÎÏ, ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

1) îÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {p_n} É {q_n}, ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë α É β.

2) îÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {p_n} É {q_n} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {p_nq_n} ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌ.

3) îÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ {p_n} É {q_n}.

4) îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ α É β ÎÁÛÅ ÎÏŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍ.

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÐÒÏŒÅÒËÁÍ. õÓÌÏŒÉÅ (1) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 3.10. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÐÒÏŒÅÒÉÍ (3), ÕÓÌÏŒÉÅ (4) ÔÁËÖÅ ÓÔÁÎÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p É q ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó p (ÓÏÏÔŒ. q).

ðÒÏŒÅÒËÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (2). œŒÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {p_nq_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {p_n} É {q_n}, ÂÕÄÕÞÉ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉ- ÓÑ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.22), Á ÂÕÄÕÞÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ (ÌÅÍÍÁ 3.26). úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ M > 0, ÞÔÏ |p_n| < M É |q_n| < M ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ N. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÃÅÎÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ p_mq_m − p_nq_n:

|p_mq_m − p_nq_n| = |p_m(q_m − q_n) + q_n(p_m − p_n)| 6 6 |pm| · |qm − qn| + |qn| · |pm − pn| 6 6 M(|qm − qn| + |pm − pn|).^{(3.1)} ôÅÐÅÒØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏŒÅÒÑ- ÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ε > 0 ÎÁÊÄÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ r < ε, Á ÐÏ ÎÅÍÕ, ŒŒÉÄÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔÉ {p_n} É {q_n}, ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ |p_m − p_n| < r/2M É |q_m − q_n| < r/2M ÐÒÉ m, n > N. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ m É n ÉÍÅÅÍ, ŒŒÉÄÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3.1), |p_mq_m − p_nq_n| 6 M(r/2M + r/2M) = r < ε, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. (ïÐÑÔØ ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÉÄÔÉ ÎÁ ÈÉÔÒÏÓÔØ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÉÓÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ε/2M Œ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ.)

ðÒÏŒÅÒËÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (3). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ lim p_n = lim p^′n, ÔÏ lim p_nq_n = lim p^′nq_n (ÉÚÌÉÛÎÅ ÏÂSSÑÓÎÑÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {p_n}, {p^′_n} É {q_n} ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ). éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ lim p_n = lim p^′n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ lim(p_n − p^′_n) = 0 (ÄÌÑ ε > 0 ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ r > 0, ÞÔÏ 2r < ε; ÅÓÌÉ |p_n| < r É |p^′_n < r|, ÔÏ |p_n − p^′_n| < ε). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {q_n}, ÂÕÄÕÞÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÏÔ- ÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim(p_n − p^′_n)q_n = 0 (ÅÓÌÉ |q_m| < M ∈ N ÄÌÑ ŒÓÅÈ m, ÔÏ ÄÌÑ ε > 0 ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ r > 0, ÞÔÏ rM < ε; ÔÏÇÄÁ ÉÚ |p_n − p^′_n| < r ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ |(p_n − p^′_n)q_n| < ε). ïÔÓÀÄÁ, ÎÁËÏÎÅÃ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

lim p_nq_n = lim((p_n − p^′_n)q_n + p^′_nq_n) = lim(p_n − p^′_n)q_n + lim p^′_nq_n = lim p^′_nq_n.

éÔÁË, ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ ÐÒÏŒÅÒÅÎÁ. ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÐÒÏÂÌÅ- ÍÁ: Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.27 ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÓÔÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ α/β = lim p_n/q_n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÉÚ q_n ÍÏÇÕÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ. üÔÁ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ ÔÁË:

ìÅÍÍÁ 3.28. Á) ðÕÓÔØ {q_n}_{n∈}N | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ (ÓÏÏÔŒ. ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ) ÞÉÓÅÌ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {q^′_n}_{n∈}N, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ (ÓÏÏÔŒ. ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ) ÞÉÓÅÌ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÅÄÅÌÕ.

Â) ðÕÓÔØ {q_n}_{n∈}N | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ (ÓÏÏÔŒ. ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ) ÞÉÓÅÌ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {1/q_n} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ lim q_n = a, É ÐÕÓÔØ r | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÅ ÍÅÖÄÕ ÎÕÌÅÍ É a. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ |a_n| > |r| ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N. úÁÍÅÎÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ q_1, . . ., q_{N −1} ÎÁ ÅÄÉÎÉ- ÃÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ q^′_n, ÉÍÅÀÝÕÀ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÅÄÅÌ É ÓÏ- ÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ÖÅ ŒÓÅ q_n ÂÙÌÉ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÏÔ- ÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |q_n| 6 1/|r| ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N; ÐÏÌÁ- ÇÁÑ M = max{1/|q_1|, . . ., 1/|q_{N −1}|, 1/|r|}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |q_m| 6 M ÄÌÑ ŒÓÅÈ m.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁÅÔÓÑ ÔÁË:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.29. ðÕÓÔØ α, β ∈ R | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ β ≠ 0. éÈ ÞÁÓÔÎÙÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ lim_{n→∞} p_n/q_n, ÇÄÅ {p_n}_{n∈}N | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë α É {p_n}_{n∈}N | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë β.

ðÒÏŒÅÒËÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 3.28. îÅ ÂÕÄÅÍ ÌÉÛÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÕÄÏŒÏÌØÓÔŒÉÑ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÜÔÕ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØ- ÎÏ. ðÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÔÁËÖÅ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÑ, ÓŒÑÚØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ, É Ô. Ð.); ÎÉËÁËÉÈ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ.