ìÅËÃÉÑ 6. òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ; ÉÎÔÅÇÒÁÌ

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒŒÅÄÅÍ ŒÁÖÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ É ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁ- ÌÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Y . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ δ > 0, ÞÔÏ ρ(f(x), f(y)) < δ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ρ(x, y) < ε. ðÒÉ ÜÔÏÍ ε ÍÏÖÅÔ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ δ) ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ x: ÅÓÌÉ X = Y = (0; +∞) É f(x) = 1/x, ÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − f(y)| < 0,1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ |x − y| < 0,1, ÅÓÌÉ x ¿ 2, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÐÒÉ 0 < x < 1 ÔÁËÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉ y Ë x ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏ- ÓÔÉ δ ÏÔ x ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÅÖÁÔØ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ δ > 0, ÞÔÏ ρ(f(x), f(y)) < ε, ËÁË ÔÏÌØËÏ ρ(x, y) < δ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ËÁÖÄÏÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, É ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. ðÕÓÔØ X É Y | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. åÓÌÉ X ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ É f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ, ÚÁ- ÄÁÄÉÍÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ε > 0. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ Y ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ f^{−1}(B_{ε/2}(a)) ⊂ X. ôÁË ËÁË f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ðÏÓËÏÌØËÕ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÌÅÂÅÇÏŒÏÍ ÞÉÓÌÅ (ÌÅÍÍÁ 4.21): ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ δ > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÛÁÒ B_δ(x) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄ- ÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ f^{−1}(B_{ε/2}(a)). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ δ | ÉÓËÏÍÏÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÐÕÓÔØ ρ(f(x), f(y)) < ε É B_δ(x) ⊂ f^{−1}(B_{ε/2}(a)). ôÏÇÄÁ ρ(f(x), a) < ε/2 É ρ(f(y), a) < ε/2, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÍ ρ(x, y) < ε, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. üÔÏ | ŒÁÒÉÁÃÉÑ ÎÁ ÔÕ ÖÅ ÔÅÍÕ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ {f_n}_{n∈}N | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓËÁÖÅÍ, Ó ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ) ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} f_n(x). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÐÒÅ- ÄÅÌ f(x), ÔÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → R; ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ {f_n} ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f:

f(x) = lim_{n→∞} f_n(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X. (6.1)

òÁÓÛÉÆÒÏŒÙŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n > N ÉÍÅÅÍ |f_n(x) − f(x)| < ε. ðÒÉ ÜÔÏÍ N ÍÏÖÅÔ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ε) ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ x: ÅÓÌÉ X = [0; 1] É ÆÕÎË- ÃÉÑ f_n ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÆÉË ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6.1, ÔÏ f(x) ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x ≠ 0 É ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÒÉ x = 0 É, ÓËÁÖÅÍ, ÐÒÉ ε = 0,1 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ N, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÏÄÉ- ÌÏÓØ ÂÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [0; 1]. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÜÔÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ N ÏÔ x ÍÏÖÎÏ ÕÊÔÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Y | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f_n : X → Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ (ÉÎÏÇÄÁ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔ ÄÌÑ ÑÓÎÏÓÔÉ: ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ X) Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X → Y , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n > N ÉÍÅÅÍ ρ(f_n(x), f(x)) < ε.

éÚ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ {f_n} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÐÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÉÍÅÅÍ lim_{n→∞} f_n(x) = f(x). ïÂÒÁÔÎÏÅ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÉÄÅÌÉ, ÎÅŒÅÒÎÏ.

òÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÖÉÄÁÔØ ÎÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÒÙŒÙ. ó ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÜÔÁ ÐÁÔÏÌÏÇÉÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.4. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Y | ÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ {f_n}_{n∈}N | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ ÉÚ X Œ Y , ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X → Y . åÓÌÉ ŒÓÅ f_n : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÔÏ É ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ. 6

-_1 1/n x y 1

òÉÓ. 6.1. y = f_n(x) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ lim_{n→∞} f_n(x) = f(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X | ÜÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÉ f, ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏÍ ε > 0, É ÐÕÓÔØ x ∈ X. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ρ(f(x), f(y)) < ε ÄÌÑ ŒÓÅÈ y, ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈĄ Ë x (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ∋ x). þÔÏÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ f(x) É f(y), ÍÙ ÄÏÂÅÒÅÍÓÑ ÏÔ f(x) ÄÏ f(y) ÚÁ ÔÒÉ ÛÁÇÁ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n > N É ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ∈ X ÉÍÅÅÍ ρ(f(z), f_n(z)) < ε/3. äÁÌÅÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ n > N. œŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f_n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔ- ËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ∋ x, ÞÔÏ ρ(f_n(x), f_n(y)) < ε/3 ÐÒÉ ŒÓÅÈ y ∈ U. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ U ÉÍÅÅÍ ρ(f(x), f(y)) < ε. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ρ(f(x), f(y)) 6 ρ(f(x), f_n(x)) + ρ(f_n(x), f_n(y)) + ρ(f(y), f_n(y)) < < ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε (ÐÅÒŒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÅÎØÛÅ ε/3, ÔÁË ËÁË ρ(f(z), f_n(z)) < ε/3 ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z). üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ.

œÚÇÌÑÎÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ĂÓ ÎÁÕÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑĄ. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B(X), ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : X → R (ÎÁ ŒÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÐÏ- ÍÎÉÍ: ÆÕÎËÃÉÑ f, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ M > 0, ÞÔÏ |f(x) 6 M ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ f ∈ B(x) ÐÏÌÏÖÉÍ ‖f ‖ = sup_{x∈X} |f(x)|. îÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ‖f ‖ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÎÏÒÍ ÎÁÍ Œ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ).

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ B(X) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C (Á ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Œ R). íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒŒÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÙÌÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÍÅÎÎÏ Œ R (ÉÌÉ Œ C ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÑŒÎÏ ÕËÁÚÙŒÁÔØ.

sup-ÎÏÒÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.5. 1) ðÕÓÔØ f ∈ B(X). ôÏÇÄÁ ‖f ‖ = 0 ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

2) åÓÌÉ f ∈ B(X) É λ | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÔÏ ‖λf ‖ = |λ| · ‖f ‖. 3) åÓÌÉ f, g ∈ B(X), ÔÏ ‖f + g‖ 6 ‖f ‖ + ‖g‖. 4) åÓÌÉ f, g ∈ B(X), ÔÏ ‖fg‖ 6 ‖f ‖ · ‖g‖. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉÔØ ÞÉ- ÔÁÔÅÌÀ.

åÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B(X) ÍÅÔÒÉËÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ρ(f, g) = ‖f − g‖, ÔÏ B(X) ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

éÚ ÓÁÍÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ sup-ÎÏÒÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.1. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ∈ B(X) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ B(X) Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ B(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ {f_n}_{n∈}N | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ |f_m(x) − f_n(x)| 6 ε ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X É ÌÀÂÙÈ m, n > N. (6.2)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ {f_n(x)} ÆÕÎÄÁ- ÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = lim_{n→∞} f_n(x). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ∈ B(X) É ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ε > 0 ÎÁÊÄÅÍ n ËÁË Œ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (6.2); ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ n > N É ÐÅÒÅÊÄÑ Œ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ m → ∞, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

|f(x) − f_n(x)| 6 ε ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X. (6.3)

œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÂÏÒÁ n > N, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ.

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ε É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ n ∈ N ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6.3) ŒÌÅ- ÞÅÔ |f(x)| 6 |f_n(x)| + ε ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X. ïÔÓÀÄÁ |f(x)| 6 ‖f_n‖ + ε ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x, É ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÎÉËÁË ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ŒÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÅÐÅÒØ ŒŒÅÄÅÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÔÁËÏÅ

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 6.7. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. þÅÒÅÚ C(X) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(X) ⊂ B(X) ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ B(X) ÎÏÒÍÕ, ÍÅÔÒÉËÕ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ C(X) ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ B(X) É ÐÏÌÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.4, ÐÏÌÎÏÔÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÎÙÍ Œ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÓÔÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ. òÅÁÌØÎÏ ÎÁÍ ÂÕÄÕÔ ÎÕÖÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Œ ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏ- ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ), ÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.9. ðÕÓÔØ [a; b] ⊂ R | ÏÔÒÅÚÏË. æÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a = a_0 < a_1 < · · · < a_n = b, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a_i; a_{i+1}).

äÁÌÅÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ a = a_0 < a_1 < · · · < a_n = b ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.10. ðÕÓÔØ [a; b] ⊂ R | ÏÔÒÅÚÏË. æÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → C ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ a_1, . . ., a_n, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a = a_0 < a_1 < · · · < a_n = b, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a_i; a_{i+1}). æÕÎËÃÉÑ, ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ (ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎ | ÌÏËÁÌØÎÏ- ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÎÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÁÈ a_i ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ.

îÁÄÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÊ ÔÒÁËÔÏŒËÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁ- ÌÁ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÁË ÐÌÏÝÁÄÉ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÅÅ ÇÒÁÆÉËÏÍ, ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÐÒÑÍÙÍÉ x = a É x = b (ÕÞÁÓÔËÉ ÆÉÇÕÒÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÉÖÅ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ). üÔÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÍÏÔÉŒÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÓÔÕ- ÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.11. ðÕÓÔØ [a; b] ⊂ R {ÏÔÒÅÚÏË É f : [a; b] → C | ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ a_1, . . ., a_n. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ n∑ i=1 (a_i − a_{i−1}) · c_i, ÇÄÅ c_i | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a_{i−1}, a_i).

éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫_b a f(x) dx. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.12. óÉÍŒÏÌ dx Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏ- ÂÏÊ ÅÇÏ ÎÅÏÔSSÅÍÌÅÍÕÀ ÞÁÓÔØ; ÐÏÚÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÅÍ ÕÄÏÂÎÁ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÎÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ. œÍÅÓÔÏ ÂÕËŒÙ x ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ (ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÏÓÌÅ d).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.13. éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ËÕÓÏÞÎÏ-ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ f ÂÕÄÅÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁ- ÔÏÊ.

2) åÓÌÉ f, g | ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É λ, μ ∈ C | ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ ∫_b a (λf(x) + μg(x)) dx = λ ∫_b a f(x) dx + μ ∫_b a g(x) dx. 3) åÓÌÉ f | ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ | | | ∫_b a f(x) dx | | | 6 (b − a)‖f ‖ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ‖f ‖ = sup_{x∈[a;b]} |f(x)|).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔÙ (1) É (2) ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÕÎËÔÁ (3) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ f ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a_1, . . ., a_n É c_i | ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ (a_{i−1}; a_i), ÔÏ |c_i| 6 ‖f ‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÔÁË ÞÔÏ | | ∫_b a f(x) dx | | 6^∑(ai − ai−1)|ci| 6^∑(ai − ai−1)‖f ‖. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.14. æÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ (ÔÅÒÍÉÎ ÎÅ- ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.15. œÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b]; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ‖f − g‖ 6 ε. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ, ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2, ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b], ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ δ > 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ |x − y| < δ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − f(y)| < ε. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ a = a_0 < a_1 < · · · < a_n = b | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ, ÍÅÎØÛÅÊ δ; ÐÕÓÔØ g | ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÏ f(a_i) ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ŒÉÄÁ [a_i; a_{i+1}), ÇÄÅ 0 6 i < n, É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ g(b) = f(b). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.16. œÓÑËÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ.

éÔÁË, ŒÓÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅ ÎÁÓ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.17. ðÕÓÔØ f : [a; b] → C | ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÎÅÅ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ lim_{n→∞} ∫_b a g_n(x) dx, ÇÄÅ {g_n} | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f.

óÉÔÕÁÃÉÑ Ó ÜÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÎÎÙÍ Œ ÌÅËÃÉÉ 3 (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.27): ÏÎÏ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ. ëÏÎËÒÅÔÎÏ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

1) ðÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ { ∫_b a g_n(x) dx} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ {g_n}, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë f.

2) üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {g_n}.

3) éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÔÁÒÏÇÏ É ÎÏŒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ.

ðÒÏŒÅÒËÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (1). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {g_n} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ, ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B([a; b]). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ε > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ ‖g_m − g_n‖ < ε/(b − a) ÄÌÑ ŒÓÅÈ m, n > N. œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 6.13(3) ÉÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ, ÐÒÉ m, n > N, | | | ∫_b a g_m(x) dx − ∫_b a g_n(x) dx | | | 6 (b − a) · ‖gm − gn‖ < ε, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔØ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ { ∫_b a g_n(x) dx}. ðÒÏŒÅÒËÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (2). ðÕÓÔØ {g_n} É {h_n} | ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎ- ÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë f. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ‖g_n − h_n‖ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (ÐÅÒÅÊÄÉÔÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ‖g_n − h_n‖ 6 ‖g_n − f ‖ + ‖h_n − f ‖). ðÏÓËÏÌØËÕ, ŒŒÉÄÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 6.13(3), ÉÍÅÅÍ | | ∫_b a g_n(x) dx − ∫_b a h_n(x) dx | | 6 (b − a)‖gn − hn‖, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim_{n→∞} ∫_b a g_n(x) dx = lim_{n→∞} ∫_b a h_n(x) dx, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁ- ÌÏÓØ.

ðÒÏŒÅÒËÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (3) ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.13 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.18. éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) åÓÌÉ f, g | ÈÏÒÏÛÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É λ, μ ∈ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ ∫_b a (λf(x) + μg(x)) dx = λ ∫_b a f(x) dx + μ ∫_b a g(x) dx. 2) åÓÌÉ f | ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ | | ∫_b a f(x) dx | | 6 (b − a)‖f ‖.

3) åÓÌÉ f, g | ÈÏÒÏÛÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ É f(x) ¿ g(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [a; b], ÔÏ ∫_b a f(x) dx ¿ ∫_b a g(x) dx. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔ (1) ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ (ÎÅ ÚÁÂÕÄØ- ÔÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ λf +μg ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (2) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ {g_n}, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏ- ÄÑÝÕÀÓÑ Ë f; ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ | | ∫_b a g_n(x) dx | | 6 (b − a)‖gn‖ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ | | ∫_b a f(x) dx | | 6 (b − a) · limn→∞ ‖gn‖. ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ

ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | ‖f ‖ − ‖g_n‖ | 6 ‖f − g_n‖, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {‖g_n‖} ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ‖f ‖, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (2) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ËÕ- ÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ (Œ ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ÏÎÏ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ). œŒÉÄÕ (1), ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ- ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ φ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 6.15 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ g_n, ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉ- ÒÕÀÝÉÅ φ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ φ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ĂËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏ- ÓÔØÀĄ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.19. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n, ÈÏÒÏÛÉÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ ∫_b a f(x) dx = lim_{n→∞} ∫_b a f_n(x) dx. (ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÄÏËÁÖÅÔ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ 6.18(2) ÉÍÅÅÍ | | ∫_b a f(x) dx − ∫_b a f_n(x) dx | | 6 (b−a)‖f −fn‖. ôÁË ËÁË ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ÐÏÔÏÞÅÞÎÕÀ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.19 ÓÔÁÎÅÔ ÎÅŒÅÒÎÙÍ; Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ g_n = nf_n ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1], ÇÄÅ f_n | ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÒÉÓ. 6.1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.20. ïÂÙÞÎÏ Œ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÈ ËÕÒÓÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ (ĂÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁĄ) ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎËÃÉÊ, ÞÅÍ ÎÁÛÉ ĂÈÏÒÏÛÉÅĄ. äÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ, ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÈŒÁÔÁÅÔ, Á ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÓÅÒØÅÚÎÙÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÎÅ- ÄÏÓÔÁÔÏÞÅÎ (ÎÕÖÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ). éÚÌÏÖÅÎÎÙÊ ÚÄÅÓØ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÙÄÁÀÝÅÍÕÓÑ ÆÒÁÎÃÕÚ- ÓËÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ö.äØ-ÅÄÏÎÎÅ.