ìÅËÃÉÑ 7. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

íÎÏÇÏÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, Ï ÞÅÍ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÁÍ ÚÎÁ- ËÏÍÏ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ É/ÉÌÉ ÁËËÕÒÁÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÏË) ÉÚ ÛËÏÌÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ (a; b) ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ É f : (a; b) → C | ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ c ∈ (a; b) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ lim_{h→0} f(c + h) − f(c) h (ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ c ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ f^′(c).

æÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ c, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÏÊ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

õ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ, ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÁÑ ÄÌÑ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2. æÕÎËÃÉÑ f : (a; b) → C ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞ- ËÅ c ∈ (a; b) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ C ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

f(c + h) = f(c) + Ch + o(|h|) ÐÒÉ h → 0.

åÓÌÉ ÜÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ f^′(c) = C.

óÍÙÓÌ ÚÁÐÉÓÉ o(|h|) ÏÂSSÑÓÎÑÌÓÑ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÌÉÓÔËÅ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ) ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.3. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : (a; b) → C ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ c, ÔÏ ÏÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ c.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ: ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.4. 1) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : (a; b) → C ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ f^′(c) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ c ∈ (a; b).

2) ðÕÓÔØ f : (a; b) → C É g : (a; b) → C | ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Œ ÔÏÞËÅ c, É ÐÕÓÔØ –; — ∈ C . ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ –f + —g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ c, É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ –f^′(c) + —g^′(c).

3) ðÕÓÔØ f : (a; b) → C É g : (a; b) → C | ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Œ ÔÏÞËÅ c. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ fg ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ Ó, É ÅÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ f^′(c)g(c) + f(c)g^′(c).

4) ðÕÓÔØ f : (a; b) → C É g : (a; b) → C | ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Œ ÔÏÞËÅ c, É ÐÕÓÔØ g(c) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f=g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ Ó, É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ (f^′(c)g(c) − f(c)g^′(c))=(g(c)^2).

(ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (–f + —g)(x) = –f(x) + —g(x), fg(x) = f(x)g(x), (f=g)(x) = f(x)=g(x).)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÑ. åÓÌÉ ŒÏÚÎÉËÎÕÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ | ÐÏÄÓÍÏÔÒÉÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉ- ËÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÍ | ÕÞÅÂÎÉË ÄÌÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ŒÕÚÏŒ ÉÌÉ ÔÅÈÎÉËÕÍÏŒ ÐÏÄÏÊÄÅÔ ÎÅ ÈÕÖÅ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.5. ðÕÓÔØ g : (a; b) → (c; d) ⊂ R É f : (c; d) → C | ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ (a; b), Á f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ g(p) ∈ (c; d). ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f ∘g : (a; b) → C , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (f ∘ f)(x) = f(g(x)), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ p, É ÅÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ p ÒÁŒÎÁ f^′(g(p)) · g^′(p).

üÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÐÒÁŒÉÌÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉĄ. äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ ÐÒÏ- ŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅÍ 7.2), ÌÉÂÏ ÚÁÇÌÑÎÕÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÕÞÅÂÎÉË (ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÌÕÞÛÅ Œ ÕÎÉŒÅÒÓÉ- ÔÅÔÓËÉÊ), ÌÉÂÏ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÏÔÅÒÐÅÔØ ÄÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ.

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÅÓÔÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 7.6. ðÕÓÔØ (a; b) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : (a; b) → C ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^0, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ (a; b). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ r > 0 ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^r, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^{r−1}. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^r ÄÌÑ ŒÓÅÈ r ¿ 0, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^∞ (ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ).

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^r | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ, r ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÙÅ, É ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ r-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Õ ÎÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ r-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^{(r)}(x).

œ ÛËÏÌÅ ŒÁÓ ÕÞÉÌÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ (ĂÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ : : : Ą). äÁŒÁÊÔÅ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ, ËÁË ÜÔÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.7. ôÏÞËÁ c ∈ (a; b) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉ- ÍÕÍÁ (ÓÏÏÔŒ. ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ) ÆÕÎËÃÉÉ f : (a; b) → R, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ Œ ÔÏÞËÅ x ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ (ÓÏÏÔŒ. ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a − "; a + "). ïÂÝÅÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØ- ÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.8 (ôÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). ðÕÓÔØ f : (a; b) → R| ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ c ∈ (a; b) | ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÇÄÁ f^′(c) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, Œ ÔÏÞËÅ c ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ, É ÐÕÓÔØ " > 0 | ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 7.7. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ h > 0 ÉÍÅÅÍ (f(x+h)−f(x))=h 6 0, Á ÐÒÉ h < 0 ÉÍÅÅÍ (f(x+h)−f(x))=h ¿ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ (f(x + h) − f(x))=h = ’(h). ðÒÅÄÅÌ lim_{h→0} ’(h) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÏÎ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÒÉ h → 0 ÆÕÎËÃÉÉ ’, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ÉÎ- ÔÅÒŒÁÌ [0; "), Á ÔÁËÖÅ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ (−"; 0] (Œ ÂÏÌÅÅ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ lim_{h→0+} ’(h), Á ŒÔÏÒÏÊ lim_{h→0−} ’(h)). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim_{h→0+} ’(h) 6 0, Á lim_{h→0−} ’(h) ¿ 0. óÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÄÁÎÎÙÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ f^′(c) = lim_{h→0} ’(h) = 0.

éÔÁË, ĂÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁĄ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. ïÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ, ŒÁÖ- ÎÏÇÏ É ÓÁÍ ÐÏ ÓÅÂÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.9 (ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÔÓŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ∈ (a; b), ÞÔÏ f(b) = f(a) + f^′()(b − a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ p; q ∈ R | ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÍË ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = px + q ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (a; f(a)) É (b; f(b)). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ p É q ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÐÒÉÞÅÍ p = (f(b) − f(a))=(b − a). ðÏÌÁ- ÇÁÑ g(x) = f(x) − px − q, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ g(a) = g(b) = 0. ôÁË ËÁË g ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b], ÇÄÅ-ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ, ÌÉÂÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ c ∈ (a; b): ÅÓÌÉ É ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÅ, É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ Œ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ g(a) = g(b), ÆÕÎËÃÉÑ g ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ŒÏÏÂÝÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ É Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ c ∈ (a; b) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ (ÏÎÏ ÖÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ. åÓÌÉ Œ ÔÏÞËÅ c ∈ (a; b) ÆÕÎËÃÃÉÑ g ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÉÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7.8, ÉÍÅÅÍ g^′(c) = 0, ÏÔËÕ- ÄÁ f^′(c) = p. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ p É ÉÚÂÁŒÌÑÑÓØ ÏÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.10 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ). ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b). åÓÌÉ f(a) = f(b), ÔÏ ÓÕÝÅÔÓŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ∈ (a; b), ÞÔÏ f^′() = 0.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.11. ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b). åÓÌÉ f ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ (a; b), ÔÏ f^′(c) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ c ∈ (a; b). îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ f^′(c) > 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ c ∈ (a; b), ÔÏ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÅÔ ÎÁ (a; b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÍÅÌÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ a < x < y < b, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÉÍÅÅÍ f(y) = f(x) + f^′()(y − x) > f(x), ÔÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ f^′() > 0 (ÚÄÅÓØ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (x; y) ).

ðÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÕÂÙ- ŒÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓŒÑÚÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÞÕÔØ ÏÂÏÂÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ a < b | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É f : [a; b] → C | ÈÏÒÏÛÁÑ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ) ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ∫_a b f(x) dx = − ∫_b a f(x) dx: (7.1)

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ ∫_a a f(x) dx = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.12. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÔÏÓËÉ a; b; c ∈ R. ôÏÇÄÁ ∫_b a f(x) dx + ∫_c b f(x) dx = ∫_c a f(x) dx: (7.2) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ a < b < c. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ f ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÅÓÌÉ ÖÅ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÍ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ‖f − g‖ < " (ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÙ sup-ÎÏÒÍÁ ÎÁ [a; b]). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 6.18(2) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ | | | ∫_b a f(x) dx + ∫_c b f(x) dx − ∫_c a f(x) dx | | | 6 (c − a)";

œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ " > 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÏÔËÕÄÁ É ŒÙÔÅËÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (7.2).

œ ÏÔÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ŒÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ a, b É c ÆÏÒÍÕÌÁ (7.2) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÊ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (7.1). ðÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÜÔÉ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÚÎÁÍÅÎÉ- ÔÏÊ ĂÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁĄ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÅÊ ÓŒÑÚØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.13. ðÕÓÔØ f : (a; b) → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ c ∈ (a; b). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ F : (a; b) → C ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

F (x) = ∫_x c f(x) dx:

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ (a; b) ÉÍÅÅÍ F^′(x) = f(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÓŒÅÄÅÍ ŒÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ f | ÆÕÎËÃÉÑ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f(x) = u(x) + iv(x), ÇÄÅ u; v : (a; b) → R, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ F (x) ÒÁŒÎÙ U(x) = ∫_x c u(x) dx É V (x) = ∫_x c v(x) dx ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏ- ÎÙ, ÅÓÌÉ U : (a; b) → R É V : (a; b) → R | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F : (a; b) → C, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, F^′(x) = U^′(x) + iV^′(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÛÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÅ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ u É v.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ) ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f : (a; b) → R. úÁ- ÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ (a; b); ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ h > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(h) (ÓÏÏÔŒ. m(h)) ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ (ÓÏÏÔŒ. ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x; x + h]; ÅÓÌÉ h < 0, ÔÏ ÞÅÒÅÚ M(h) É m(h) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ [x − h; x].

ìÅÍÍÁ 7.14. lim_{h→0} M(h) = lim_{h→0} m(h) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ôÁË ËÁË f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x, ÄÌÑ ŒÓÑËÏ- ÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ‹ > 0, ÞÔÏ f(x) − " < f(y) < f(x) + " ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ (x − ‹; x + ‹). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÉ |h| < ‹ ÉÍÅÅÍ f(x) − " < m(h) 6 M(h) < f(x) + "; ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ m(h) É M(h) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë f(x) ÐÒÉ h, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ h ≠ 0 ÉÍÅ- ÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

m(h) 6

F (x + h) − F (x)

h 6 M(h): (7.3)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, F (x + h) − F (x) = ∫_{x+h} x F (x) dx. åÓÌÉ h > 0, ÔÏ ÉÍÅÅÍ m(h) 6 f(y) 6 M(h) ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ [x; x + h], ÏÔËÕÄÁ, ŒŒÉÄÕ 6.18(3), ÉÍÅ- ÅÍ m(h) · h 6 ∫_{x+h} x F (x) dx 6 M(h) · h;

É ÄÅÌÑ ÎÁ h, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (7.3); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÉ h < 0.

õÓÔÒÅÍÌÑÑ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (7.3) h Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÌÅÍÍÙ, ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

œÏÔ ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.15. ðÕÓÔØ f : [a; b] → C | ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÔÓŒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ [a; b], É ÐÕÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÑ F : [a; b] → C ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ F^′(x) = f(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b). ôÏÇÄÁ ∫_b a f(x) dx = F (b) − F (a): (7.4)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.13, ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ f : [a; b] → R, ÞÔÏ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ. ðÏÌÏÖÉÍ ~F(x) = ∫^x_a f(t) dt. ðÏ ÓÁÍÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ~F ÉÍÅÅÍ ∫^b_a f(x) dx = ~F (b)− ~F (a).

æÏÒÍÕÌÁ (7.4) ÂÕÄÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ~F(x) − F (x) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x, Á ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 7.16. ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) É f^′(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ [a; b].

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ [a; b] ÉÍÅÅÍ, Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7.9, f(x) = f(a) + f^′()(x − a) = f(a).

þÁÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÕ (7.4) ÚÁÐÉÓÙÁÀÔ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ: ∫_b a f(x) dx = F (x) | |^{x=b} x=a (ÚÁÐÉÓØ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂŒÙÞÅÓÔØ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F Œ ÔÏÞËÅ b ÅÅ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ aĄ).

æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ ÏÔËÒÙŒÁÅÔ ÛÉÒÏËÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ- ÄÏÂÒÁÔØ ÅÅ ĂÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀĄ | ÆÕÎËÃÉÀ F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ F^′ = f, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅÍ. œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÎÏ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ ŒÓÅ ÖÅ ÐÒÉŒÅÄÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.17. ðÕÓÔØ f É g | ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^1 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. ôÏÇÄÁ ∫_b a f^′(x)g(x) dx = f(x)g(x) | |^{x=b} x=a − ∫_b a f(x)g^′(x) dx:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (7.4)(3) É ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ ÉÍÅÅÍ

f(x)g(x) | |^{x=b} x=a = ∫_b a f^′(x)g(x) dx + ∫_b a f(x)g^′(x) dx:

ðÅÒÅÎÏÓÑ ∫_b a f(x)g^′(x) dx Œ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÛÕ ÆÏÒÍÕÌÕ.

æÏÒÍÕÌÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ.

îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÍÁ | ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÍÏÔÉŒÉÒÏŒÏË. ðÕÓÔØ f : R → R| ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÁÑĄ ÆÕÎËÃÉÑ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÅÅ ÅÓÔØ ÓÔÏÌØËÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÓËÏÌØËÏ ÎÁÍ ÎÕÖ- ÎÏ). ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ĂÒÁÚÌÏÖÉÔØ f Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄĄ | ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · + a_nx^n + · · · : (7.5)

óÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, É ÐÏÎÉÍÁÔØ ÜÔÕ ÚÁÐÉÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁË:

f(x) = lim_{n→∞}(a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · + a_nx^n):

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÁ- ÇÁÑ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÎÁÊÔÉ a_0: ÐÏÌÁÇÁÑ x = 0 Œ (7.5), ÐÏÌÕÞÁÅÍ a_0 = f(0). þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ a_1, ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (7.5):

f^′(x) = a_1 + 2a_2x + 3a_2x^2 + · · · (7.6)

(îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÑÄÁ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÚÁËÏÎÎÏ, ÎÏ Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉËÉÄÏÞÎÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÍÙ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍ.) ðÏ- ÌÁÇÁÑ ÔÅÐÅÒØ x = 0 Œ (7.6), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ a_1 = f^′(0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ É ÐÒÏÞÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ: ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁŒ ÒÑÄ (7.5) n ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ f^{(n)}(x) = n!a_n + c_{n+1}x^{n+1} + c_{n+2}x^{n+2} + · · · ;

É ÐÏÌÁÇÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ x = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a_n = f^{(n)}(0)=n!.

éÔÁË, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÔØ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ; ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÄ- ÎÁËÏ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÄÁÀÔ ÅÓÌÉ ÎÅ ÒÑÄ, ÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.18. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : (A; B) → C ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^n ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÕ (A; B) ⊂ R, É ÐÕÓÔØ a ∈ (A; B). ôÏÇÄÁ

f(x) = f(a) + f^′(a)(x − a) + f^{′′}(a) 2 (x − a)^2 + : : : + f^{(n)}(a) n! (x − a)^n + o(|x − a|^n) ÐÒÉ x → a.

(7.7) óÍÙÓÌ ÚÁÐÉÓÉ o(|x − a|^n) ÏÂSSÑÓÎÑÌÓÑ Œ ÌÉÓÔËÁÈ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ; Œ ÄÁÎ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ R(x) ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x)− ( f(a) + f^′(a)(x − a) + · · · +^{f (n) (a)}_{n!} (x − a)^n ) , ÔÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ lim_{x→a} R(x)=|x − a|^n = 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f : (A; B) → R (ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ, ÔÏ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÄÌÑ ÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ). óÞÉÔÁÑ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ R(a) = R^′(a) = · · · = R^{(n)}(a) = 0. ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ n ÒÁÚ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.9):

R(x) = R^′(_1)(x − a) = R^{′′}(_2)(x − a)(_1 − a) = · · · =

= R^{(n)}(_n)(x − a)(_1 − a) : : :(_{n−1} − a);

(7.8)

ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ _1; : : :; _n ÌÅÖÁÔ ÍÅÖÄÕ x É a. ðÏÓËÏÌØËÕ f (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ R) ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^n, ÆÕÎËÃÉÑ x → R^{(n)}(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, lim_{x→a} |R^{(n)}(x)| = |R^{(n)}(0)| = 0. éÚ (7.8) ÉÍÅÅÍ |R(x)| 6 |R^{(n)}(x)| · |x − a|^n; ÄÅÌÑ ÎÁ |x − a|^n É ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ x Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ.

æÏÒÍÕÌÁ (7.7) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ðÅÁÎÏ.

åÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ Õ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÌÉÞÉÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÒÏ ĂÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎĄ R(x). œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.19. ðÕÓÔØ f : (A; B) → C | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^{n+1}. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ a; x ∈ (A; B) ÉÍÅÅÍ

f(x) = f(a) + f^′(a)(x − a) + f^{′′}(a) 2 (x − a)^2 + · · · + + f^{(n)}(a) n! (x − a)^n + + 1 n! ∫_x a (x − t)^nf^{(n+1)}(t) dt:

(7.9)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f(x) = f(a) + ∫_x a f^′(t) dt. ðÒÉ- ÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ (7.17): ∫_x a f^′(t) dt = − ∫_b a (x − t)^′f^′(t) dt = −(x − t)f^′(t) | |^{t=x} t=a + ∫_b a (x − t)f^{′′}(t) dt:

ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÐÑÔØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ: ∫_x a (x − t)f^{′′}(t) dt = − ∫_x a ( (x − t)^2 2 )_′ f^{′′}(t) dt = = − (x − t)^2 2 f^{′′}(t) | |^{t=x} t=a + 1 2 ∫_x a (x − t)^2f^{′′′}(t) dt:

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ n ÒÁÚ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ.

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.19 ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ (ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.20. ðÕÓÔØ f : (A; B) → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^{n+1}. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ a; x ∈ (A; B) ÉÍÅÅÍ

f(x) = f(a) + f^′(a)(x − a) + f^{′′}(a) 2 (x − a)^2 + · · · + f^{(n)}(a) n! (x − a)^n + + f^{(n+1)}() (n + 1)!

(x − a)^{n+1};

(7.10)

ÇÄÅ ∈ R | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ ÍÅÖÄÕ a É x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ŒÏÚÉÔØÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÁÍÉ, ÞÔÏ x > a (ÅÓÌÉ x < a, ÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ). œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.19 R(x) =^1_{n!} ∫_x a (x−t)^nf^{(n+1)}(t) dt. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f^{(n+1)} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Œ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; x] ÓŒÏÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ M É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ m. ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ m n! ∫_x a (x − t)^n dt 6 1 n! ∫_x a (x − t)^nf^{(n+1)}(t) dt 6 M n! ∫_x a (x − t)^n dt:

œÙÞÉÓÌÑÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ m=(n + 1)! 6 R(x) 6 M=(n + 1)!:

œŒÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f^{(n+1)}, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ R(x) = f^{(n+1)}()=(n + 1)! ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ∈ [a; x], ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

æÏÒÍÕÌÁ (7.10) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒ- ÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ðÒÉ n = 0 ÏÎÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ.