ìÅËÃÉÑ 8. òÑÄÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X. ëÁË ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ Œ ÌÅËÃÉÉ 6, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÎÁÂÄÉÔØ sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. òÑÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ

f_1 + f_2 + · · · + f_n + · · · , (8.1)

ÇÄÅ ŒÓÅ f_j ÌÅÖÁÔ Œ C(X). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ s_n = s_1 + · · · + s_n; ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.

òÑÄ (8.1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} s_n. üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ.

òÑÄ f_1 + f_2 + · · · + f_n + · · · ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ ËÁË ∑_∞ i=1 f_i.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.2. ðÕÓÔØ n_0 ∈ N; ÒÑÄ f_1 + f_2 + · · · ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ f_{n0} + f_{n0 +1} + · · · . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÖËÉ ÓÄŒÉÇÏÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ X, ÒÑÄÙ, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ÐÒÏÓÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÁËÖÅ ÏÈŒÁÔÙŒÁÀÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅÍ 8.1; Ăsup-ÎÏÒÍÁĄ ÞÉÓÌÁ | ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÅÇÏ ÍÏÄÕÌØ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ f_n ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ B(X) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ŒÏÏÂÝÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÌÀÂÏÇÏ ĂÐÏÌÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁĄ.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÒÑÄÏŒ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.3. òÑÄ f_1 + · · · + f_n + · · · ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ‖f_n + · · · + f_{n+m}‖ < ε ÐÒÉ ŒÓÅÈ n > N É m ¿ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÕÍÍÁ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÎÏÒÍÙ | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ n + m-ÏÊ É n − 1-ÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÌÎÏÔÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(X) (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.4. òÑÄ f_1 +f_2 +· · · ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÉÚ ÎÏÒÍ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏŒ ‖f_1‖ + ‖f_2‖ + · · · ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.5. åÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ‖f_n‖ + · · · + ‖f_{n+m}‖ < ε ÐÒÉ ŒÓÅÈ n > N É m ¿ 0. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÐÏÄÁŒÎÏ ‖f_n+· · ·+f_{n+m}‖ < ε, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 8.3.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ ÆÒÁÚÁ ĂÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑĄ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÚŒÕÞÁÔØ ÄŒÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ, ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÍÉ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÉÍÉ ÐÏÞÔÉ ËÁË Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ. ðÅÒŒÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÍÕ | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.6. ðÕÓÔØ f_1 + f_2 + · · · + f_n + · · · | ÒÑÄ. åÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄ f_{φ(1)} + f_{φ(2)} + · · · + f_{φ(n)} + · · · , ÇÄÅ φ: N → N | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÓÅÂÑ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N.

çÏŒÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ | ÜÔÏ ÒÑÄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÐÉÓÁÎÙ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÎÏŒÏÍ ÒÑÄÅ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÓÔÁÒÏÇÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÑÄ f_1 + f_3 + f_5 + f_2 + f_7 + f_9 + f_{11} + f_4 + f_{13} + f_{15} + f_{17} + f_6 + · · ·

(ÔÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ, ÏÄÎÏ ÞÅÔÎÏÅ, ÔÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ, ÏÄÎÏ ÞÅÔÎÏÅ, . . . ) | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÑÄÁ f_1 + f_2 + f_3 + · · ·.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.7. ðÕÓÔØ f_1 +· · ·+f_n +· · · | ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, É ÐÕÓÔØ φ | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ f_{φ(1)}+f_{φ(2)}+· · ·+f_{φ(n)} +· · · ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÓÕÍÍÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ ÒÑÄÁÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ | ÔÁË ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÑÄÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ìÅÍÍÁ 8.8. ðÕÓÔØ a_1 + · · · + a_n + · · · | ÒÑÄ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ s ∈ R. ôÏÇÄÁ

s = sup_{M⊂} N M ËÏÎÅÞÎÏ

S_M , ÇÄÅ S_M = ∑ i∈M a_i. (8.2)

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÅÓÔØ ÔÏÞ- ÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ŒÓÅÈ ÓÕÍÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÒÑÄ a_1+· · ·+a_n+· · · ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (8.2) ËÏÎÅÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ (8.2) ÞÅÒÅÚ S. ðÏÓËÏÌØËÕ s = sup_{n∈}N(a_1+· · ·+a_n), ÉÍÅÅÍ s 6 S. ðÏÓËÏÌØËÕ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏ- ÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ N ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ M ⊂ [1; n], ÔÁË ÞÔÏ S_M 6 s_n, ÇÄÅ s_n | n-ÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ. ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ S 6 s, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÒÑÄÏŒ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÖÅ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÚ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÉ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ É ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÒÑ- ÄÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÕÓÔØ u_n | n-ÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f_{φ(1)} + f_{φ(2)} + · · · + f_{φ(n)} + · · ·. þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ- ÎÉÂÕÄØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {ε_n}, ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕ- ÌÀ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÉÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {m_k} É {n_k}, ÞÔÏ ‖s_{mk} − u_{nk} ‖ 6 ε_k; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ lim s_{mk} = lim u_{nk} , Á ÔÁË ËÁË ÐÒÅÄÅÌÙ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÕÍÍÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ É ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÏŒ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÚÁŒÅÒÛÉÔÓÑ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÓËÏÍÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁÍÅ- ÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ, ŒŒÉÄÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ‖f_{n+1}‖ + ‖f_{n+2}‖ + · · · , ÐÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ ÞÅ- ÒÅÚ σ_n, ÉÍÅÅÍ lim_{n→∞} σ_n = 0. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ m_k É n_k ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ÅÓÌÉ m_1, . . ., m_k É n_1, . . ., n_k ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ m_k ËÁË ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉ- ÓÌÏ l ∈ N, ÂÏÌØÛÅÅ ŒÓÅÈ m_1, . . ., m_{k−1} É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ σ_l < ε_k; ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ n_k ËÁË ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ r ∈ N, ÞÔÏ {φ(1), φ(2), . . ., φ(r)} ⊃ {1, 2, . . ., m_k}. ôÅÐÅÒØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ u_{nk} − s_{mk} ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÂÏÌØÛÉ- ÍÉ m_k, ÎÏÒÍÁ ÜÔÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ σ_{mk} < ε_k. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

õÓÌÏŒÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. ðÒÉŒÅÄÅÍ

ðÒÉÍÅÒ 8.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ 1 − 1√ 2 + 1√ 3 − 1√ 4 + · · · (8.3)

úÁÍÅÔÉÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ n-ÕÀ ÞÁÓÔÉÞ- ÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÞÅÒÅÚ s_n, ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, s_1 ¿ s_3 ¿ s_5 . . . É s_2 6 s_4 6 s_6 . . . , É s_{2m−1} ¿ s_{2m} ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ∈ N; ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {s_{2m−1}}_{m∈}N É {s_{2m}}_{m∈}N ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÂÕÄÕÞÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ s_{2m} ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÜÔÉ ÄŒÁ ÐÒÅÄÅÌÁ ÒÁŒÎÙ É ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ. (ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÓÌÏŒÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ: ÒÑÄ, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÔ É ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Á ÚÎÁËÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ; ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÚÎÁËÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ.) áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (8.3) ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ÔÁË ËÁË 1 +^1√_2 + · · · +^1√_n ¿^n√_n = √ n. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÞÌÅÎÙ Œ ÒÑÄÅ (8.3), ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÔÁÌ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÙÊ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ŒÓÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÍ ÒÑÄ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÔÁŒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÔÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ 11, ÚÁÔÅÍ ÐÏÓÔÁŒÉÍ (−^1√_2) | ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ

ÂÏÌØÛÅ 10, ÚÁÔÅÍ ÄÏÂÁŒÉÍ ÓÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÁÌÁ ÂÏÌØÛÅ 21, ÚÁÔÅÍ (−^1√_4 ) | ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ 20, ÚÁÔÅÍ ÓÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÞÔÏÂ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÁÌÁ ÂÏÌØÛÅ 31, ÚÁÔÅÍ (−^1√_6), É Ô. Ä. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë +∞ (É ÕÖ ÓÏŒÓÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙ), ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

îÅÍÎÏÇÏ ÕÔÏÞÎÑÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÞÌÅÎÙ ÎÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØ- ÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÉÍÅÌÁ ÌÀÂÙÅ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ŒÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌÙ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÄ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, ŒÅÒÅÎ É ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.10. ðÕÓÔØ {f_{mn}}_{m,n∈}N | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ C(X), ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÁÒÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÄ ∑ m,n∈Nfmn ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÐÕÓÔØ f | ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ (ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄ-

ÌÏÖÅÎÉÑ 8.7 ÎÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÎÉ f ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÐÁÒÙ (m; n) ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ∈ N ÁÂÓÏÌÀÔ- ÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÑÄÙ ∑ i∈N^{fmi (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ hm) É ∑}i∈N^{fim (ÏÂÏÚÎÁ-}

ÞÉÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ v_m). äÁÌÅÅ, ÒÑÄÙ ∑ m h_m É ∑ m v_m ÏÂÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë f = ∑ m,n∈Nfmn. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÍÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁÊÄÑ ÓÕÍÍÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÉÌÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ) É ÓÌÏÖÉŒ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Σ = ∑ i,j ‖f_{ij}‖. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ m ÉÍÅÅÍ ∑ i ‖f_{mi}‖ 6 Σ, ∑ i ‖f_{im}‖ 6 Σ (ÔÁË ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ŒÓÅ ÓÔÒÏËÉ É ŒÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ); ÔÁË ËÁË ‖h_m‖ 6 ∑ i ‖f_{mi}‖, ÔÏ ∑ m ‖h_m‖ 6 Σ, É ÒÑÄ ∑ h_m (Á ÔÁËÖÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ∑ v_m) ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ∑ h_m = f (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ∑ v_m ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ).

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÐÁÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁË:

(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 1), (1, 3), (2, 3), (3, 3), (3, 2), (3, 1), (1, 4), (2, 4), (3, 4), (4, 4), (4, 3), (4, 2), (4, 1) . . . .

ôÏÇÄÁ, ŒŒÉÄÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÒÑÄÁ ∑ m,n ‖f_{mn}‖, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ

N ∈ N, ÞÔÏ^∑ i>n_{ÉÌÉ j>n} ‖fij ‖ 6 ε/2, ÏÔËÕÄÁ ‖f −^∑i6n_{j6n} fij‖ 6 ε/2. ó ÄÒÕÇÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ, ‖ ∑_i 6n_j 6n f_{ij} − ∑_n i=1 h_i‖ 6 ∑_i 6n_{j>n} ‖fij‖ 6 ε/2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ŒÓÅÈ

n ¿ N ÉÍÅÅÍ ‖^{∑n}_{i=1} hi − f‖ 6 ε, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ (Á ÔÁËÖÅ ÞÁÓÔ- ÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ) ĂÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉĄ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÈÏÒÏÛÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÒÑÄÏŒ. óÎÁÞÁÌÁ, ËÁË ŒÏÄÉÔÓÑ, | ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÉ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ĂÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁĄ ŒÉÄÁ a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · É b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · ·. åÓÌÉ ÉÈ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ É ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ (ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ ŒÉÄÁ

a_0b_0 + (a_0b_1 + a_1b_0)x + (a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0)x^2 + . . . + (a_0b_n + a_1b_{n−1} + · · · + a_nb_0)x^n + · · · . (8.4)

ïÂÏÂÝÁÑ (8.4) ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.11. ðÕÓÔØ f_1 + f_2 + · · · + f_n + · · · É g_1 + g_2 + · · · + g_n + · · · | ÄŒÁ ÒÑÄÁ. éÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄ h_1 + h_1 + · · · + h_n + . . . , ÇÄÅ h_n = f_0g_n + f_1g_{n−1} + · · · + f_ng_0. n ∘ ∘ ∘ . . . ∘ ∘ n − 1 • ∘ ∘ . . . ∘ ∘ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 • . . . . . . . . . ∘ ∘ 2 • • . . . . . . ∘ ∘ 1 • • • . . . • ∘ 1 2 3 . . . n − 1 n

òÉÓ. 8.1. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.12. ðÕÓÔØ f_1 + f_2 + · · · + f_n + · · · É g_1 + g_2 + · · · + g_n + · · · | ÄŒÁ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÁ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, É ÐÕÓÔØ h_1 + h_1 + · · · + h_n + . . . | ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ ∑ h_i ÔÁË- ÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÒÑÄÏŒ ∑ f_i É ∑ g_i.

åÓÌÉ ÒÑÄÙ ∑ f_i É ∑ g_i ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÔÏ É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ f_i ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ. ðÕÓÔØ u_n, v_n É w_n | n-ÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ f_i, ∑ g_i É ∑ h_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (É ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÒÑÄÏŒ ∑ f_i É ∑ g_i) ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} u_iv_i. åÓÌÉ ÎÁ ÒÉÓ. 8.1 ËÒÕÖÏË ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f_ig_j, ÔÏ u_nv_n | ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ËÒÕÖËÏŒ, Á w_n | ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÞÅÒÎÙÈ ËÒÕÖËÏŒ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÂÅÌÙÈ ËÒÕÖËÏŒ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n → ∞. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÞÅÒÅÚ ´_n. þÔÏÂ ÏÃÅÎÉÔØ ´_n, ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÅ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ É ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÎÉÍÉ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ n = k + l (k, l ∈ N). ðÕÓÔØ S_1 | ÓÕÍÍÁ ÂÅÌÙÈ ËÒÕÖËÏŒ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ k, Á S_2 | ÓÕÍÍÁ ÂÅÌÙÈ ËÒÕÖËÏŒ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ, ÂÏÌØÛÉÍÉ k. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ‖´_n‖ 6 ‖S_1‖ + ‖S_2‖.

éÍÅÅÍ S_1 = f_1g_{l+k} + f_2(g_{l+k−1} + g_{l+k}) + · · · + f_k(g_{l+1} + g_{l+2} + · · · + g_{l+k}). ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑ f_i ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ k

ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M > 0, ÞÔÏ ‖f_1‖ + · · · + ‖f_k‖ 6 M ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ∈ N. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖fg‖ 6 ‖f‖ · ‖g‖ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 6) ÉÍÅÅÍ ÔÅÐÅÒØ ‖S_1‖ 6 ‖f_1‖ · ‖g_{l+k}‖ + ‖f_2‖ · ‖g_{l+k−1} + g_{l+k}‖ + ‖f_k‖ · ‖g_{l+1} + g_{l+2} + · · · + g_{l+k}‖ 6 6 (‖f1‖ + · · · + ‖fk‖) · max(‖gn‖, ‖gn−1 + gn‖, . . ., ‖gl+1 + · · · + gn‖) 6 6 M · max(‖gn‖, ‖gn−1 + gn‖, . . ., ‖gl+1 + · · · + gn‖)._{(8.5)} óÕÍÍÕ S_2 ÏÃÅÎÉÍ ŒÏÔ ËÁË:

S_2 = f_{k+1}(g_l + · · · + g_n) + f_{k+2}(g_{l−1} + · · · + g_n) + · · · + f_{k+l}(g_1 + · · · + g_n);

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑ g_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÏÒÍÙ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÎÏÒÍÙ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ L > 0, ÞÔÏ ‖g_i + g_{i+1} + · · · + g_j‖ 6 L ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É j; ÐÏÜÔÏÍÕ ‖S_2‖ 6 ‖f_{k+1}‖ · ‖g_l + · · · + g_n‖ + · · · + ‖f_{k+l}‖ · ‖g_1 + · · · + g_n‖ 6 6 (‖fk+1‖ + ‖fk+2‖ + · · · + ‖fk+l‖) · L.^{(8.6)} ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄÙ ∑ g_i É ∑ ‖f_i‖ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ ÔÁËÉÅ l_0 É k_0, ÞÔÏ ‖g_{l+1} + · · · + ‖g_{l+r}‖ 6 ε/2M ÐÒÉ ŒÓÅÈ l ¿ l_0 É ‖f_{k+1}‖ + ‖f_{k+2}‖ + · · · + ‖f_{k+l}‖ 6 ε/2L ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ¿ k_0. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ n ¿ l_0 + k_0, ÔÏ ÞÉÓÌÏ n ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ k + l, ÇÄÅ k ¿ k_0 É l ¿ l_0; ÔÏÇÄÁ ÉÚ (8.5) É (8.6) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖´_n‖ 6 ‖S_1‖ + ‖S_2‖ 6 M · ε 2M + ε 2L · L = ε. úÎÁÞÉÔ, lim_{n→∞} ´_n = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÖÅÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 8.13. åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÒÑÄÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.12 ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ. ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ∑ f_i É ∑ g_i | ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ ÎÁÍ ÒÑÄ 1−^{1√}_2 +^{1√}_3 −^{1√}_4 +· · · . ôÏÇÄÁ n+1-ÙÊ ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ± ( 1 √ 1 · √ n + 1 √ 2 · √ n − 1 + · · · + 1 √ n · √ 1 ) , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÅ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ^1

√_{(n+1)/2·}√_{(n+1)/2} = 2/(n + 1). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ Ë ÎÕÌÀ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.