ìÅËÃÉÑ 9. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ É ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÎÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. üËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÞÉÓÌÏ

exp(z) = 1 + z + z^2 2! + z^3 3! + · · · + z^n n! + · · · (9.1)

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ (9.1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÅÊ- ÞÁÓ É ÓÄÅÌÁÅÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.2. òÑÄ (9.1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Œ sup-ÍÅÔÒÉËÅ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ) ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ËÒÕÇÅ {z ∈ C | |z| 6 R}, ÇÄÅ R > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ‖z^n/n!‖ = R^n/n!, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 R^n/n! ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ R > 0. œŒÉÄÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 8.2 ÜÔÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=n0 R n/n! ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ- ÎÉÂÕÄØ n_0 ∈ N.

ìÅÍÍÁ 9.3. lim_{n→∞} a^n/n! = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ a > 0; ÐÕÓÔØ m ∈ N ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ m > a. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n > m ÉÍÅÅÍ a^n/n! 6 (a^m/m!)(a/m)^{n−m}, É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n → ∞. œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ R^′ > R; ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÉÍÅÅÍ n! ¿ R^{′n} ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ¿ n_0 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n_0 ∈ N, ÏÔËÕÄÁ ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ n ÉÍÅÅÍ R^n/n! 6 (R/R^′)^n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=n0 R n/n! ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Œ ÓÉ- ÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÏÔËÕÄÁ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.4. îÁ ŒÓÅÍ C (ÉÌÉ ÎÁ ŒÓÅÍ R) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (9.1) ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÅÊ- ÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.5. (1) æÕÎËÃÉÑ z → exp(z) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

(2) exp(0) = 0; ÅÓÌÉ x ∈ R, ÔÏ exp(x) ∈ R.

(3) exp(z) = exp(z) (ÞÅÒÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ).

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÔÁËÏŒÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.6. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z É w ÉÍÅÅÍ exp(z + w) = exp(z) · exp(w).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 8.11) ÒÑÄÙ ÄÌÑ exp(z) É exp(w), ÔÏ n-ÙÊ ÞÌÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ z^n n! + z^{n−1}w (n − 1)!1! + z^{n−2}w^2 (n − 2)!2! + · · · + w^n n! , ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ ÒÁŒÎÏ (z + w)^n/n!; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ ÄÌÑ exp(z + w). åÓÌÉ R > max(|z|, |w|), ÔÏ Œ ËÒÕÇÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ É ÒÁÄÉÕÓÁ R ÒÑÄÙ ÄÌÑ exp(z) É exp(w) ÓÈÏ- ÄÑÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.12, ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë exp(z) exp(w), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.7. (1) åÓÌÉ x ∈ R, ÔÏ exp(x) > 0.

(2) lim_{x→+∞} exp(x) = +∞, lim_{x→−∞} exp(x) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (1): ÅÓÌÉ x ¿ 0, ÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÅÓÌÉ x < 0, ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.6, exp(x) = 1/ exp(−x).

(2): ÐÒÉ x > 0 ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, exp(x) > 1 + x, ÏÔËÕÄÁ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ exp(−x) = 1/ exp(x).

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, É ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.8. æÕÎËÃÉÑ exp, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ R Œ R, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ; ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ R ÒÁŒÎÁ exp(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ ÒÑÄÁ (9.1) (ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÒÑÄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ exp^′(x) = exp(x) ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÚÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ĂÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈĄ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑ- ÅÔÓÑ É ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÔÏ ÂÉÛØ ÒÑÄÙ. œ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ (É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ) ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ C^∞-ÆÕÎËÃÉÊ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {(sin n^2x)/n^2} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (Á ÒÑÄ, ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÌÅÎÁÍÉ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ), ÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÄÁÖÅ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ. åÓÌÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ÉÚ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÔÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.9. ðÕÓÔØ ∑ f_n | ÒÑÄ C^1-ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁ- ÌÅ (a; b) ⊂ R, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. åÓÌÉ ÒÑÄ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÈ ∑ f^′_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ (a; b) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Ë ÆÕÎËÃÉÉ φ, ÔÏ f^′(x) = φ(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.9. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x_0 ∈ (a; b); ÐÏ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÀ 6.19 É ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ ÉÍÅÅÍ ∫_x x0 φ(t) dt = ∞∑ i=1 ∫_x x0 f^′_i (t) dt = n∑ i=1 f_i(x) = f(x), ÔÁË ÞÔÏ f^′(x) = φ(x) ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ.

œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.2 ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.10. æÕÎËÃÉÑ x → exp(x), ÇÄÅ x ∈ R, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ É ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 7.11 É 9.7(2) É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.11. ðÕÓÔØ x | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ y, ÞÔÏ exp(y) = x. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: y = ln x.

œŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 9.10 ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.12. æÕÎËÃÉÑ x → ln x ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞ- ËÅ x ÒÁŒÎÁ 1/x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ [a; b] ⊂ R. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp: [a; b] → [exp(a); exp(b)] ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; ÔÁË ËÁË ÏÔÒÅÚÏË ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 4), Á ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÔËÒÙÔÙÅ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÉ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ln : [exp(a); exp(b)] → [a; b] ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ln ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. (ôÏÞÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ.)

ôÅÐÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x, ÚÁÐÉ- ÛÅÍ, ÐÏÌÁÇÁÑ x = exp(y) É x_1 = exp(y_1): lim_{x1→x} ln x_1 − ln x x_1 − x

= lim_{y1→y} y_1 − y exp(y_1) − exp(y) = 1 exp^′(y) = 1 exp(y) = 1 x . ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÂÙÌÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÉÚ ÎÁÛÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.13. ln x = ∫_x 1 dt t . äÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.14. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ (−1; 1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ln(1 + x) = x − x^2 2 + x^3 3^{− · · ·} + (−1)^{n+1} x^n n + · · · . (9.2)

îÁ ŒÓÑËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ⊂ (−1; 1) ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ (ÐÏ sup-ÎÏÒÍÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁ ŒÓÑËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ⊂ (−1; 1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ (ÐÏ sup-ÎÏÒÍÅ) ÒÑÄ 1 1 + x

= 1 − x + x^2 − · · · + (−1)^nx^n + · · · .

œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.19 ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ t, ÇÄÅ |t| < 1, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (9.2). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−r; r] ⊂ (−1; 1) ÉÍÅÅÍ ‖x^n/n‖ = r^n/n 6 r^n, ÁÂÓÏÌÀÔ- ÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (9.2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9.2) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÐÒÉ x = 1. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ln 2 = 1 − 1 2 + 1 3^− 1 4 + · · · . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.15. íÙ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ exp : C → C \{0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÎÅÏÄÎÏÓŒÑÚ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C \ {0}, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ŒÓÅÍ C \ {0}, ÎÅÔ É ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ôÅÐÅÒØ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.16. ðÕÓÔØ a > 0 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ, z | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a^z = exp(z ln a). åÓÌÉ x ∈ R É x > 0, ÐÏÌÏÖÉÍ log_a x = ln x/ ln a. ðÏÌÏ- ÖÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, e = exp(1).

ðÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ É ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ln e = 1, log_e x = ln x É exp(x) = e^x.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.17. äÌÑ x ∈ R ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ cos x = Re(exp(ix)), sin x = Im(exp(ix)), tg x = sin x/ cos x.

èÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÏŒÅÒÑ- ÀÔÓÑ ÌÅÇËÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.18. äÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ:

sin 0 = 0, cos 0 = 1; (9.3) sin(−x) = − sin x; cos(−x) = cos x; (9.4) sin^2 x + cos^2 x = 1; (9.5) sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y; (9.6) cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y. (9.7)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (9.3) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ exp(0) = 1. þÔÏÂÙ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ (9.4), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.5(3), ÐÒÉ x ∈ R ÉÍÅÅÍ exp(−ix) = exp(ix); ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÐÒÉ x ∈ R, ÉÍÅÅÍ | exp(ix)|^2 = exp(ix) · exp(−ix) = 1, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (9.5). îÁËÏÎÅÃ, (9.6) É (9.7) ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅ exp(i(x+y)) = exp(ix)·exp(iy).

éÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒ (9.3{9.7) ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ŒÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÔÒÉÇÏ- ÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ (ŒÓÐÏÍÎÉÔÅ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ Œ ÛËÏÌÅ), ËÒÏÍÅ ÆÏÒÍÕÌ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÞØ ÐÏÊÄÅÔ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ: ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.19. æÕÎËÃÉÉ sin É cos ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ; ÄÌÑ x ∈ R ÉÍÅÅÍ sin^′(x) = cos x, cos^′(x) = − sin x. äÌÑ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ

sin x = x − x^3 3! + x^5 5! + · · · + (−1)^{n+1} x^{2n−1} (2n − 1)!

+ · · · ; (9.8)

cos x = 1 − x^2 2! + x^4 4! + · · · + (−1)^{n+1} x^{2n−2} (2n − 2)!

+ · · · , (9.9)

ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÏ sup-ÎÏÒÍÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚ- ËÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.8 É ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ t → exp(it) Œ ÔÏÞËÅ x ∈ R ÒÁŒÎÁ i exp(ix); ÏÔÄÅÌÑÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ.

ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÒÑÄÅ ÄÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ z = ix, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

exp(ix) = 1 + ix − x^2 2!^− i x^3 3! + x^4 4! + · · · ; ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄÙ

C(x) = 1 − x^2 2! + x^4 4! + · · · + (−1)^{n+1} x^{2n−2} (2n − 2)! + · · · , S(x) = ix − i x^3 3! + i x^5 5! + · · · + (−1)^{n+1}i x^{2n−1} (2n − 1)! + · · · ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÐÒÉÞÅÍ exp(x) = C(x) + S(x). ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÏ C(x) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ, Á S(x) | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ C(x) = Re(exp(x)) = cos x É S(x) = i Im(exp(x)) = i sin x. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

òÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.20. õ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ cos x = 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ π/2. éÍÅÅÍ sin(π/2) = 1, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; π/2] ÓÉÎÕÓ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, Á ËÏÓÉÎÕÓ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9.3), ÞÔÏ cos 0 = 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ cos 2 < 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (9.8) ÉÍÅÅÍ

cos 2 = 1 −

2^2 2! + 2^4 4!^−

2^6 6! + · · · = − 1 3^− ( 2^6 6!^−

2^8 8! + 2^{10} 10!^{− · · ·} ) . (9.10)

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÒÑÄ Œ ÓËÏÂËÁÈ Œ ŒÉÄÅ ( 2^6 6!^−

2^8 8! ) + ( 2^{10} 10!^−

2^{12} 12! ) + ( 2^{14} 14!^−

2^{16} 16! ) · · · . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ n ¿ 6 ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, 2^n/n! > 2^{n+2}/(n + 2)!, ŒÓÅ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÙÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÏÔËÕÄÁ É ÉÚ 9.10 ÉÍÅÅÍ cos 2 < −^1_3 < 0.

ðÏÓËÏÌØËÕ cos 0 = 1 > 0, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ cos x = 0 ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ c = inf{ x > 0 | cos x = 0 }. ôÁË ËÁË ËÏÓÉÎÕÓ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ËÏÒÎÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ (ËÁË ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {0}), ÔÁË ÞÔÏ cos c = 0, ÏÔËÕÄÁ c > 0 É c | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ cos x = 0. ðÏÌÏÖÉÍ, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÉ- ÎÑÔÏ, c = π/2. ôÏÇÄÁ ËÏÓÉÎÕÓ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (0; π/2); ÔÁË ËÁË ËÏÓÉÎÕÓ | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÉÎÕÓÁ, ÓÉÎÕÓ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÅ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ (ÔÁË ËÁË sin 0 = 0) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÎÁ ÎÅÍ. ôÁË ËÁË sin^2(π/2) + cos^2(π/2) = 1, cos(π/2) = 0 É sin(π/2) > 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ sin(π/2) = 1. ôÁË ËÁË cos^′(x) = − sin x É sin x > 0 ÎÁ (0; π/2), ËÏÓÉÎÕÓ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÕÂÙŒÁÅÔ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.21. äÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÅÒÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2π); ŒÅÒÎÙ ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÚÎÁËÁÈ É ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ ÓÕÍÍÙ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ sin(π/2) = 1 É cos(π/2) = 0. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÚÎÁËÁÈ É ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.10.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.22. æÕÎËÃÉÑ exp ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2πi.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.6 É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ exp(2πi) = 1.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t → exp(it) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑ- ÅÔ ĂÎÁÍÁÔÙŒÁÎÉÅĄ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÏÓÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÁÉŒÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÞÉ- ÓÌÏŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.23. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t → exp(it) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ŒÚÁÉÍ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ [0; 2π) ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ { z ∈ C | |z| = 1 }. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x + iy Ó ÔÏÞ- ËÏÊ (x; y) ∈ R^2, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ËÁË t → (cos t; sin t). éÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; π/2] ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ t ∈ [0; π/2] ÞÉÓÌÏ Re(exp(it)) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÉÎ- ÔÅÒŒÁÌÅ [0; 1] ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ; ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ x + iy ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ y ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ x ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁ- ËÁ, ÔÁË ÞÔÏ φ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [0; π/2] ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ { z ∈ C | Re(z) ¿ 0, Im(z) ¿ 0 }. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÉ [π/2; π], [π; 3π/2], É Ô.Ä.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ t → exp(it) ÔÏÞËÁ ÚÁ ŒÒÅ- ÍÑ t ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÕÔØ t | ÜÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÍÁÔÙŒÁÎÉÅ ÞÉ- ÓÌÏŒÏÊ ÏÓÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ĂÂÅÚ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ É ÓÖÁÔÉÊĄ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÕÔÏÞÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ĂÐÕÔØ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÔÏÞËÏÊĄ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁ- ÍÉ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ. äÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÒÁÚÕÍÎÙÈ ÃÅÌÅÊ ÐÏÄÈÏ- ÄÑÔ ÔÁËÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ëÒÉŒÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ φ: [a; b] → R^2, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ t → (x(t), y(t)), ÇÄÅ x É y | ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^1. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÄŒÉÖÕÝÅÊÓÑ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ t → φ(t), ÒÁŒÅÎ (x^′(t); y^′(t)) Œ ÍÏÍÅÎÔ t, ÐÕÔØ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÔÏÞËÏÊ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁŒÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ∫_b a √ (x^′(t))^2 + (y^′(t))^2 dt. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ É ÐÏÌÁÇÁÀÔ ÒÁŒÎÙÍ ÄÌÉÎÅ ËÒÉŒÏÊ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ- ÚÁÃÉÉ: ÅÓÌÉ ψ : [c; d] → [a; b] | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1, ÔÏ ∫_b a √ (x^′(t))^2 + (y^′(t))^2 dt = ∫_d c √ ((x ∘ ψ)^′(u))^2 + ((y ∘ ψ)^′(u))^2 du

(ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒ- ÛÅÊÓÑ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ).

éÔÁË, ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÞÉÓÌÏ x + iy ∈ C Ó ÔÏÞËÏÊ (x; y) ∈ R^2, ÔÏ ÎÁÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ t → (cos t; sin t). œÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ Œ ÍÏÍÅÎÔ t ÒÁŒÅÎ ((cos t)^′; (sin t)^′) = (− sin t; cos t); ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÒÁŒÎÁ √ sin^2 t + cos^2 t = 1, ÔÁË ÞÔÏ ÚÁ ŒÒÅÍÑ t ÔÏÞËÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÕÔØ t. œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÚÁ ŒÒÅÍÑ 2π ÔÏÞËÁ ÐÒÏÊÄÅÔ ÐÕÔØ 2π; ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.23 ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÒÁŒÎÁ 2π, ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ π, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 9.20, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÎÁÓÔÏÑÝÉÍĄ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÅ, ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ e^{ix} = cos x + i sin x É e^{−ix} = cos x − i sin x, ŒÅÒÎÙÈ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R, ŒÙÔÅËÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ

cos x = (e^{ix} + e^{−ix})/2, (9.11) sin x = (e^{ix} − e^{−ix})/2i. (9.12)

ðÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ C , É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ C ÉÈ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.10 É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÒÕÇÅ ÒÑÄÁ ÄÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÖÅ ŒÅÒÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (9.8) É (9.9).