œÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ É ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ìÅËÃÉÑ 1

1 éÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÐÌÏÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂSSÅÍ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÇ (É ÔÏÌØËÏ ËÒÕÇ). üÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÄ ÆÉÇÕÒÏÊ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÓŒÑÚÎÏÅ ËŒÁÄÒÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏ ÓÐÒÑÍÌÑÅÍÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ. äÌÉÎÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÍÅÔÒÏÍ. åÓÌÉ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l(A) ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ A, Á ÞÅÒÅÚ S(A) ÅÅ ÐÌÏÝÁÄØ. éÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

S(A) 6 l^2(A) 4ı : þÉÓÌÏ l^2=4ı ÒÁŒÎÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ ÄÌÉÎÙ l. éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÆÉÇÕÒ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÇ.

ñËÏÂ ûÔÅÊÎÅÒ ÐÒÉŒÅÌ ËÒÁÓÉŒÙÅ ÜŒÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÀÝÉÅ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÔÁËÏŒÙ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÐÅÒÉÍÅÔÒÏÍ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ. ôÏÇÄÁ ÜÔÁ ÆÉÇÕÒÁ (ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ) ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

• œÙÐÕËÌÏÓÔØ. ïÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ŒÙÐÕËÌÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, Á ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ.

• óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ, ÄÅÌÑÝÕÀ ÐÏÐÏÌÁÍ ÐÅÒÉ- ÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ. üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔØ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄØÀ, É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÍ ÅÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÌÕÞÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒÏÍ É Ó ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÐÌÏÝÁÄØÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ).

• ïÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÕÇÏÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ B ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÆÉÇÕÒÙ. óÏÅÄÉÎÉÍ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ A É C ÇÒÁÎÉÃÙ ÆÉÇÕÒÙ É ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÙ ÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÓÃÅÐÌÅÎÉÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A É C ÍÏÇÕÔ ÓËÏÌØÚÉÔØ ÐÏ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, Á ÕÇÏÌ B ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏ. äÏÐÕÓÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ AB É BC, ÖÅÓÔËÏ ÓËÒÅÐÌÅÎÙ Ó ÜÔÉÍÉ ÏÔÒÅÚ- ËÁÍÉ É ÄŒÉÇÁÀÔÓÑ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÌÏÝÁÄØ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÅÒÉÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ ÔÏÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ. úÁÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÉÚÍÅÎÉŒ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÌ B ÐÒÑÍÏÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ B ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ AC. œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ B ÏÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÐÔÉ- ÍÁÌØÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÁÍÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÕÇÏÍ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÉÍÅÅÔ ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ.

úÁÄÁÞÁ äÉÄÏÎÙ. äÉÄÏÎÁ | ÄÏÞØ ÔÉÒÓËÏÇÏ ÃÁÒÑ, ÌÅÇÅÎÄÁÒÎÁÑ ÏÓÎÏŒÁÔÅÌØÎÉÃÁ É ÐÅÒŒÁÑ ÃÁÒÉÃÁ

ëÁÒÆÁÇÅÎÁ. ïÎÁ ÂÙÌÁ ŒÙÎÕÖÄÅÎÁ ÂÅÖÁÔØ ÎÁ ëÉÐÒ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÓÏËÒÏŒÉÝÁÍÉ ÓŒÏÅÇÏ ÍÕÖÁ áÒËÅÂÁÓÁ, ÕÂÉÔÏÇÏ ÂÒÁÔÏÍ äÉÄÏÎÙ. äÉÄÏÎÁ ŒÙÓÁÄÉÌÁÓØ Œ áÆÒÉËÅ. ôÁÍ ÏÎÁ ËÕÐÉÌÁ Õ ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÃÁÒÑ ÕÞÁÓÔÏË ÚÅÍÌÉ ÎÁ ÂÅÒÅÇÕ ÍÏÒÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÛËÕÒÏÊ ÂÙËÁ. ãÁÒØ ÂÙÌ ÕÞÅÎØ ÄÏŒÏÌÅÎ ŒÙÇÏÄÎÏÊ òÉÓ. 1: ïÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÕÇÏÍ

ÓÄÅÌËÏÊ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË äÉÄÏÎÁ ÒÁÚÒÅÚÁÌÁ ÛËÕÒÕ ÎÁ ÔÏÎËÉÅ ËÕÓËÉ É ÓŒÑÚÁÌÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÓËÏŒ ÄÌÉÎÎÕÀ ŒÅÒÅŒËÕ. äÌÉÎÙ ŒÅÒÅŒËÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÇÏÒÏÄÉÔØ ÎÁ ÂÅÒÅÇÕ ÍÏÒÑ ÂÏÌØÛÏÊ ÕÞÁÓÔÏË ÚÅÍÌÉ Œ ÆÏÒÍÅ ÐÏÌÕËÒÕÇÁ. îÁ ÜÔÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ É ŒÏÚÎÉË ëÁÒÆÁÇÅÎ.

ðÅÒÅÄ äÉÄÏÎÏÊ ÓÔÏÑÌÁ ÚÁÄÁÞÁ ÔÉÐÁ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÑÍÁÑ l. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉŒÏÌÉ- ÎÅÊÎÕÀ ÄÕÇÕ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ É ËÏÎÞÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ l, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÄÕÇÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÑÍÏÊ l ÏÈŒÁÔÙŒÁÌÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ. òÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ äÉÄÏÎÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l. äÌÑ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ûÔÅÊÎÅÒÁ. ôÏÌØËÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^d ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d. íÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÂSSÅÍÁ É ÐÌÏ- ÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ïÂSSÅÍ ÔÅÌÁ A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Vol A, Á ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (Ô.Å. (d−1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ÇÒÁÎÉÃÙ) ÞÅÒÅÚ Vol(@A). óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 ðÕÓÔØ C(d) | ÏÂSSÅÍ ÛÁÒÁ, ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ 1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ

ŒÓÑËÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ

Vol A 6 C(d) Vol(@A)^{dd}�^1 ;

ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÛÁÒÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄØÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂSSÅÍ ÉÍÅÅÔ ÛÁÒ.

éÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÎÅŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÌÉÛØ ÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÉÈ ÏÂSSÅÍÅ É ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏ- ËÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ. ðÒÉÍÅÒ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ \ŒÏÌÏÓÁÔÁÑ ÓÆÅÒÁ" (ÓÆÅÒÁ Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÏÔÒÏÓÔËÁÍÉ).

2 óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ

ïÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁ É ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ H | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ R^d. œÓÑËÏÍÕ ŒÙÐÕËÌÏÍÕ

ÔÅÌÕ A ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ st_H (A), ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H. íÎÏÖÅÓÔŒÏ st_H (A) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÚÏÂØÅÍ ÔÅÌÏ A ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ H. ëÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ŒÄÏÌØ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÅÇÏ ÐÒÑÍÏÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÐÁÌÁ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ st_H (A), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H. ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ (Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ st_H (A)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÔÅÌÁ A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1 ðÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ.

òÉÓ. 2: œÙÐÕËÌÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, Á H | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. äÏËÁÖÅÍ ŒÙÐÕËÌÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ st_H (A). ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: ÔÏÞËÁ x^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ [a^′; b^′] Ó ËÏÎÃÁÍÉ Œ st_H (A), ÏÄÎÁËÏ x^′ ∉ st_H (A). õÍÅÎØÛÉŒ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚÏË [a^′; b^′], ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÃÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ st_H (A).

âÁÚÉÓÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H) ÎÁÚÏŒÅÍ ÔÒÁ- ÐÅÃÉÀ, ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H, Á ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. äÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÒÅÚÏË [a^′; b^′] ÄÏ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ a^′b^′c^′d^′. ðÕÓÔØ a, b, c, d | ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË a^′, b^′, c^′ É d^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ st_H . ðÏÌÕÞÉÍ ÂÁÚÉÓÎÕÀ ÔÒÁÐÅÃÉÀ abcd ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A.

ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÄŒÅ ŒÅÝÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B ⊆ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ st_H (B) ⊆ st_H (A). œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, st_H (abcd) = a^′b^′c^′d^′. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a^′b^′c^′d^′ ⊆ st_H (A). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, x^′ ∈ st_H (A). ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ st_H (A) ŒÙÐÕËÌÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÔÅÌÏÍ. �

îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÄÁÄÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ Œ

R^d ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÞÔÏ H ÂÕÄÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ. ôÅÌÏ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-

ŒÉÔØ ËÁË ÏÂÌÁÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_1; f_2 : H → R, ÐÒÉÞÅÍ f_1 6 f_2, ÆÕÎËÃÉÑ f_1 ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ, Á ÆÕÎËÃÉÑ f_2 ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ. æÕÎËÃÉÉ f_1 É f_2 ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÔÅÌÁ A ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H. ïÂÌÁÓÔØ D ŒÙÐÕËÌÁ.

ðÏÄŒÅÒÇÎÕŒ ÔÅÌÏ A ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ûÔÅÊÎÅÒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÌÁÓÔØ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÕÀ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÆÉ- ËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ (f_1 −f_2)=2 É (f_2 −f_1)=2. ðÅÒŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ, Á ŒÔÏÒÁÑ ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ. ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÌÅÍÍÏÊ:

ìÅÍÍÁ 2.2 ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ g1 É g2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ŒÙÐÕËÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÐÒÉÞÅÍ

g_1 6 g_2, ÆÕÎËÃÉÑ g_1 ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ, Á ÆÕÎËÃÉÑ g_2 ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ. ôÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ g_1 É g_2 ŒÙÐÕËÌÁ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1 ÐÏÌÏÖÉÍ Œ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÅ g_1 = (f_1 − f_2)=2, g_2 = (f_2 − f_1)=2.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3 óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÂSSÅÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁÎÅÅ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÍ:

Vol A = ∫ D (f_1(x) − f_2(x))dx:

üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ. ðÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÄÌÑ Vol A É Vol st_H (A) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÌÁ A É st_H (A) ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÂSSÅÍÙ. �

3 óÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÔÅÌÁÍÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ. ðÕÓÔØ A É B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R^d.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÕÍÍÏÊ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

A + B = {a + b| a ∈ A; b ∈ B}:

äÁÄÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ:

A + B = ⋃ a∈A a + B;

ÇÄÅ a + B ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B ÎÁ ŒÅËÔÏÒ a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÕÍÍÕ A + B, ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B Œ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B.

îÁÒÑÄÕ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ:

¸A = {¸a| a ∈ A}:

õÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÄÁŒÁÔØ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÏÊ ÓÍÙÓÌ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ B | ÜÔÏ ÛÁÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Aε = A + "B ÅÓÔØ ÎÅ

ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 6 ".

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1 óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÔÅÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÓÎÏŒÁ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ | ÓÎÏŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÓÎÏŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. œÓÅ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ) | ÓÎÏŒÁ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ. �

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÐÕÓÔØ A | ÜÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = e^x, Á B | ÏÓØ x. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A + B | ÜÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ. ïÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÚÁÍËÎÕÔÙ, Á ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÎÅÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2 ðÕÓÔØ A É B | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ, Á H | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. åÓÌÉ

ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ H, Á ¸ É ˛ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ

st_H (¸A) = ¸ · st_H (A);

st_H (¸A + ˛B) ⊇ ¸ · st_H (A) + ˛ · st_H (B):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ C = ¸A + ˛B. ðÕÓÔØ c^′ = ¸a^′ + ˛b^′, ÇÄÅ a^′ ∈ st_H (A), b^′ ∈ st_H (B). íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ c^′ ∈ st_H (C). ðÕÓÔØ a, b É c | ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË a^′, b^′ É c^′ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A, B É C ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l_a ÐÒÑÍÕÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H É ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a. ðÒÑÍÙÅ l_b É l_c ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚËÉ S_a = A ∩ l_a, S_b = B ∩ l_b É S_c = C ∩ l_c. ïÞÅŒÉÄÎÏ, S_c = ¸S_a + ˛S_b. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

st_H (S_c) ⊇ ¸ · st_H (S_a) + ˛ · st_H (S_b):

œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. üÔÏ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÒÉÓ. 3. �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3 ðÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ.

òÉÓ. 3: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ st_H (S_c) = ¸ · st_H (S_a) + ˛ · st_H (S_b)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÛÁÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ:

S(A) = lim_{ε→0}

Vol(A_ε) − Vol(A) " = d d" |_{ε=0} Vol(A_ε):

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.2 ÉÍÅÅÍ:

Vol st_H (A_ε) = Vol st_H (A + "B) 6 Vol(st_H (A) + "B):

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÉ " = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ S(st_H (A)) 6 S(A), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ- ŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �

4 íÅÔÒÉËÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ

äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÙÐËÕÌÏÅ ÔÅÌÏ Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ. ðÏÄŒÅÒÇÎÅÍ ÔÅÌÏ A ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂSSÅÍ ÔÅÌÁ A ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, Á ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÂÕÄÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁŒÁÔØ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉ- ÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÐÕÌÙÈ ÔÅÌ A_1 = A; A_2; : : :, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ H_1 = H; H_2; · · ·. åÓÌÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ H_n, ÔÏ ÍÏÖÎÏ \ÄÏÓÉÍÍÅÔÒÉÚÏŒÁÔØ" ÔÅÌÏ A ÄÏ ÛÁÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_n, Œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÄÁÀÝÕÀ ÛÁÒ. üÔÏÔ ÛÁÒ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÏÂSSÅÍ, ÞÔÏ É ÔÅÌÏ A, Á ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÛÁÒ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÎÕÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A É B | ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^d. ðÏÌÏÖÉÍ

—ȷ(A; B) = inf{" > 0| A_ε ⊇ B}:

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÐÏ èÁÕÓÄÏÒÆÕ ÍÅÖÄÕ ÔÅÌÁÍÉ A É B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

ȷ(A; B) = max{—ȷ(A; B); —ȷ(B; A)}:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1 òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏ èÁÕÓÄÏÒÆÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ

ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^d.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. åÓÌÉ ȷ(A; B) = 0, ÔÏ A_ε ⊇ B ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ " > 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, B ⊆ ⋂ ε>0 A_ε = A. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, A ⊆ B. úÎÁÞÉÔ, A = B.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ A, B É C | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ " = —ȷ(A; B) 6 ȷ(A; B), ‹ = —ȷ(B; C) 6 ȷ(B; C). ôÏÇÄÁ A_ε ⊇ B, B_δ ⊇ C. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A_{ε+δ} ⊇ C. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, C_{ε+δ} ⊇ A, ÏÔËÕÄÁ

ȷ(A; C) 6 " + ‹ 6 ȷ(A; B) + ȷ(B; C):

�_{ïÄÉÎ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ŒÁÖÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏŒ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-}

ÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅÍ (ÉÌÉ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÏÂSSÅÍÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ). üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ËÁË É ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ) ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÏÍ- ÐÁËÔÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

îÁÛÁ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÏÂSSÅÍ (ÉÌÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ). æÕÎËÃÉÑ ÏÂSSÅÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÍ ÍÅÔÒÉËÏÊ èÁÕÓÄÏÒÆÁ. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÐÏ èÁÕÓÄÏÒÆÕ.

æÕÎËÃÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ- ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÔÏÞÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÚŒÅÎØÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ËÁÔÅÔÁÍ. äÌÉÎÁ ÔÁËÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÄÌÉÎ ËÁÔÅÔÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÉÇÕÒÕ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ- ÎÕÀ ÄŒÕÍÑ ËÁÔÅÔÁÍÉ É ÌÏÍÁÎÏÊ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÕ. ðÅÒÉÍÅÔÒ ÎÁÛÅÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ïÄÎÁËÏ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ R^d ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ Œ ÍÅÔÒÉËÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÇÕÔ ÕÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÉÍ ÜÔÏ ÚÁÐÒÅÔÉÔØ, ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ ËÏÍ-

ÐÁËÔÎÏ Œ ÍÅÔÒÉËÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ: ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÏÌÎÏ É ŒÐÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ "-ÓÅÔØ).

äÏËÁÖÅÍ ÐÏÌÎÏÔÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ. ðÕÓÔØ A_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÕÂÁ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ Œ ÍÅÔÒÉËÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ. ðÏÌÏÖÉÍ

B_n = ⋃ m¿n A_n:

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÕÂÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A = ⋂ B_n ÎÅÐÕÓÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÉÔ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÅÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A = limA_n.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÍ:

—ȷ(A_n; A) 6 —ȷ(A_n; B_n) = ȷ(A_n; B_n) = sup_{m>n} ȷ(A_n; A_m) → 0 (n → ∞) (ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔØ);

ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ —ȷ(A; A_n) 6 —ȷ(A; B_n) = ȷ(A; B_n) → 0 (n → ∞);

Á ÚÎÁÞÉÔ, ȷ(A_n; A) → 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A_n → A, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ȷ(A; B_n) → 0 ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÉ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ȷ(A; B_n) ÎÅŒÏÚ- ÒÁÓÔÁÅÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ȷ(A; B_n) > ". üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D_n = C − A_ε ∩ B_n ÎÅÐÕÓÔÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ D_n ËÏÍÐÁËÔÎÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂ D_n ÎÅÐÕÓÔÏ. îÏ ⋂ D_n = C − A_ε ∩ A = ?:

íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ȷ(A; B_n) → 0.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÐÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ. òÁÚÏÂØÅÍ ËÕÂ C ÎÁ n^d ÒÁŒÎÙÈ ËÕÂÉËÏŒ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=n. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÕÂÉËÏŒ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ "-ÓÅÔØ ÐÒÉ " > √ d=n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ "-ÓÅÔØ. � òÉÓ. 4: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 5.2

5 ôÅÏÒÅÍÁ âÌÑÛËÅ Ï ÛÁÒÅ

äÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÛÁÒ. üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÌÑÛËÅ Ï ÛÁÒÅ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÅ ÂÏÌÅÅ ÁËËÕ- ÒÁÔÎÏ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1 ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÕÂÅ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ Œ

ÍÅÔÒÉËÅ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ É ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ a. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ∈ X É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÉ H, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ a, st_H (A) ∈ X . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÂÏ {a}, ÌÉÂÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a.

ôÏÞËÕ a ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÛÁÒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ âÌÑÛËÅ ËÌÀÞÅŒÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 5.2 ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ Œ ÛÁÒÅ B, ÏÄÎÁËÏ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó B. ôÏÇÄÁ ÐÏ-

ÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÊ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ B, ÉÚ ÔÅÌÁ A ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÌÏ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅ ÇÒÁÎÉÃÕ ÛÁÒÁ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÛÁÒÁ B. ðÏÓËÏÌØËÕ A ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó B, ÓÆÅÒÁ S ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ b ∈ S−A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S−A ÏÔËÒÙÔÏ, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ b ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÛÁÒ U Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ b. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ " ÒÁÄÉÕÓ ÛÁÒÁ U.

îÁ ÓÆÅÒÅ S ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ "-ÓÅÔØ b_1, : : :, b_n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U_i ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ b_i. ôÏÇÄÁ ÛÁÒÙ U_i ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÀ ÓÆÅÒÕ S, ÔÏ ÅÓÔØ S ⊆ ⋃ U_i.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H_i ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ B É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÏÔÒÅÚËÕ bb_i. ðÏÌÏÖÉÍ A_0 = A, A_i = st_{Hi} (A_{i−1}) ÐÒÉ i > 0. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_1 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅ- ËÁÅÔÓÑ Ó S ∩ U_1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_i, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó S ∩ (U_1 ∪ · · · ∪ U_i). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A_n ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó S. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÅÌÏ ÉÚ X . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÛÁÒÏŒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÌÁ ÉÚ X . íÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÛÁÒÏÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a. îÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÛÁÒÏŒ B_n, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ B = ⋂ B_n, É ÛÁÒ B_n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ A_n ∈ X . œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ X (ÓÍ. 4.2), ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_n ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ A ∈ X . îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ A ÌÅÖÉÔ Œ ÛÁÒÅ B. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÅÌÏ ÉÚ X .

åÓÌÉ ÔÅÌÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÛÁÒÁ B, ÔÏ ÔÏÇÄÁ, Œ ÓÉÌÕ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ, A = B. œ ÐÒÏÔÉŒ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 5.2, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÅÌÏ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅ ÇÒÁÎÉÃÕ ÛÁÒÁ B, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÅÎØÛÅÍ ÛÁÒÅ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ

B. �_{ôÅÐÅÒØ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ âÌÑÛËÅ Ï ÛÁÒÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-}

ÓÔŒÏ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ A. ðÕÓÔØ B | ÛÁÒ ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÂSSÅÍÁ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Vol(@B) 6 Vol(@A). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÙ- ÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ C, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Vol(C) = Vol(A), Vol(@C) 6 Vol(@A). íÎÏÖÅÓÔŒÏ X , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÔÒÉËÉ èÁÕÓÄÏÒÆÁ É ÕÓÔÏÊÞÉŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ âÌÑÛËÅ Ï ÛÁÒÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, B ∈ X , ÔÏ ÅÓÔØ Vol(@B) 6 Vol(@A), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L Œ R^d.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ôÅÌÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L, ÅÓÌÉ ÏÎÏ

ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ L.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÌÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ | ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ (ÎÅ ÐÕÔÁÔØ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÔÅÌÏÍ!).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ âÌÑÛËÅ Ï ÛÁÒÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.3 ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÕÂÅ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ Œ

ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÔÒÉËÉ èÁÕÓÄÏÒÆÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÅÌÁ A ∈ X , st_H (A) ∈ X . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÅ ÔÅÌÏ ÉÚ A ∈ X . óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ X (ÓÍ. 4.2). åÓÌÉ A = B, ÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ M Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ L, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ M ∩ B ≠

?. ôÏÇÄÁ M ∩ B | ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ M ∩ L. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 5.2, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ A^′, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÛÁÒÁ B ∩ M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B^′ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÔÅÌÁ A^′ ŒÏËÒÕÇ L. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÅÓÌÉ G | ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ R^n, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ L ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ B^′ = ⋃ g∈G gA^′. ôÏÇÄÁ B^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÔÅÌÏ A^′ ∈ X . ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ B^′ ⊂ B. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ B. �