œÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ É ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ìÅËÃÉÑ 2

1 îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÂSSÅÍÁÍÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A, B É A + B:

dp_{Vol(A + B) ≥ d}√_{Vol A + d}√_{Vol B:}

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. åÓÌÉ ÞÅÒÅÚ B ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÛÁÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ A + "B | ÜÔÏ "-ËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÅÌÁ A. ïÂSSÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ A ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

Vol(@A) = lim_{ε→0}

Vol(A + "B) − Vol(A) " : éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

Vol(A + "B) > Vol(A) + " · d · Vol(A)^d

�1_d Vol(B)^{1d} :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Vol(@A) > d · Vol(B)^1d Vol(A)^d

�1_d . îÏ ÜÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÛÁÒÁ B ÉÍÅÅÍ Vol(@B) = d · Vol(B).

íÉÎËÏŒÓËÉÊ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏÌØ ÛÁÒÁ ÉÇÒÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ íÉÎËÏŒ- ÓËÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÏÂSSÅÍÅ, ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ B | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d Œ R^d, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

Œ ÓŒÏÅÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ, ÓŒÑÚÙÎÎÙÊ Ó ŒÙÐÕËÌÙÍ ÔÅÌÏÍ B, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ R^d ÐÏÌÏÖÉÍ

p_B (x) = inf{– > 0| x ∈ –B}:

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ p_B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ p_B (x + y) 6 p_B (x) + p_B(y);

p_B (–x) = –p_B (x); – > 0:

ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ p ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ p_B ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ B = {x ∈ R^d| p(x) 6 1}.

åÓÌÉ ÔÅÌÏ B ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ p_B(x) = p_B(−x), ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ p_B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ȷ(x; y) = p_B (x − y):

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÂSSÅÍÙ (ÚÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÏÂSSÅÍÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏ B) É ÐÌÏ- ÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ðÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A Œ ÓÍÙÓÌÅ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Vol(@A) = lim_{ε→0}

Vol(A + "B) − Vol(A) " :

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d ÄÁÅÔ d ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ŒÙ- ÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂSSÅÍ É ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. üÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ÐÏÚÖÅ.

íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ.

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 1.1 ðÕÓÔØ C | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ Œ R^{d+1}, Á ’ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

ÎÁ R^{d+1}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ f(c) ËÁË ÏÂSSÅÍ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÅÌÁ C ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ

’ = c. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f^1d ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ (ŒÏÇÎÕÔÁ), ÔÏ ÅÓÔØ

dp_{f(–x + (1 − –)y) > – d}p_{f(x) + (1 − –) d}p_{f(y); – ∈ [0; 1]:}

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

îÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ l É ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ p ∈ l Ó ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÏÊ c ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ’ = c ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l É ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄŒÅÒÇÎÕÔØ ÔÅÌÏ C ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÒÑÍÕÀ l, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÂSSÅÍÙ ŒÓÅÈ ÐÏÐÅÒÅÞÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ âÌÑÛËÅ Ï ÛÁÒÅ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÛÔÅÊÎÅÒÏŒÓËÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ É ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚ ÔÅÌÁ C ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÏŒÏÅ ÔÅÌÏ C^′, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l. îÏ ÄÌÑ ÔÅÌÁ C^′ ÆÕÎËÃÉÑ^dpf(c) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ- ÎÁÌØÎÁ ÒÁÄÉÕÓÕ ÛÁÒÁ C^′ ∩ ’^{−1}(c). æÕÎËÃÉÑ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ. � äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ.

ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌÁ Œ R^d. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{d+1} = R^d × R ŒÙÐÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ C ÍÎÏÖÅÓÔŒ A × 0 É B × 1. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ’ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1.1, ÉÍÅÅÍ

dp_{Vol(C ∩ ’−1(1=2)) >} 1_{2( d}p_{Vol(A) + d}p_{Vol(B)):}

ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, C ∩’^{−1}(1=2) = (A+B)=2. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ. �

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ A | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a_1; : : :; a_d, Á B | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ b_1; : : :; b_d. ôÏÇÄÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ A É B, ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

dp_{(a1 + b1)(a2 + b2) · · · (ad + bd) > d}√_{a1a2 · · · ad + d}p_{b1b2 · · · bd:}

2 ïÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

H_A ÎÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{d∗} ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

H_A() = max_{a∈A} (; a):

åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^d É ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ R^{d∗} ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅ- ÔÒÉËÉ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ H_A ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÏÐÏÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ë ÔÅÌÕ A, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ . üÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÒÁÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÅÖÉÔ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÏÐÏÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÞÔÏ É ÔÅÌÏ A. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÔÅÌÁ A, ÔÏ ÏÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ H_A ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

• ïÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÐÕËÌÁ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 1:

H_A( + ”) 6 H_A() + H_A(”); H_A(¸) = ¸H_A() ÐÒÉ ¸ > 0:

• ïÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ A:

H_{A+B} = H_A + H_B; H_{αA} = ¸H_A ÐÒÉ ¸ > 0:

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ:

ìÅÍÍÁ 2.1 ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, Á ÔÏÞËÁ a ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ

ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a É ÔÅÌÏ A ÌÅÖÁÔ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ b ÔÅÌÁ A, ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ Ë ÔÏÞËÅ a. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎ- ÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÕ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ. �

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2 œÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ÏÐÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

ÅÓÌÉ H_A = H_B, ÔÏ A = B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ôÅÌÏ A ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏ ÏÐÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ H_A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

A = {a ∈ R^d| (∀ ∈ R^{d∗}) H_A() > (; a)}:

œËÌÀÞÅÎÉÅ ⊆ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÎÁÛÌÁÓØ ÔÏÞËÁ a, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÀ H_A() > (; a) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏŒÅËÔÏÒÁ É ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ A. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2.1, ÔÏÞËÕ a ÍÏÖÎÏ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ ÔÅÌÁ A ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ. ðÕÓÔØ ÜÔÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅÍ = c, ÇÄÅ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. ôÏÇÄÁ (; a) > c, Á (; A) 6 c, ÔÏ ÅÓÔØ H_A() 6 c. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ H_A() > (; a). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ⊇. �

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ

ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ A^∗ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

A^∗ = { ∈ R^{d∗}| (∀a ∈ A)(; a) 6 1}:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3 ïÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÅÌÁ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÔÅÌÁ A^∗:

H_A = p_A�:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ, ÉÍÅÅÍ:

p_A�() = min{¸ > 0| ∈ ¸A^∗} = min{¸ > 0| (∀a ∈ A)(; a) 6 ¸} = max_{a∈A} (; a) = H_A():

�

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4 äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ A^{∗∗} = A.

üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÔÅÌÁ É ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÔÅÌÁ: p_A = H_A�.

3 çÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ É ÇÌÁÄËÏÊ (C^1) ÇÒÁÎÉÃÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G_A, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÇÒÁÎÉÃÕ ÔÅÌÁ A Œ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Œ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. éÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ @A ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ŒÎÅÛÎÀÀ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÏÐÏÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ a. õÓÌÏŒÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÎÉÃÙ @A ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÁ ÏÐÏÒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ.

íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉÃÙ). ôÏ- ÇÄÁ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÇÒÁÎÉÃÁ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ C^1-ÇÌÁÄËÁÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ A ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ @A, ÅÓÌÉ ÇÁÕÓÓÏŒÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ ÔÏÞËÅ G_A(a), ÔÏ ÅÓÔØ G^{−1}_A (G_A(a)) = {a}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÔÒÏÇÁÑ ŒÙÐÕËÌÏÓÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1 ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ É ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ.

ôÏÇÄÁ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^{d−1} ⊂

R^{d∗}, ÉÍÅÀÝÉÈ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÉÚ @A, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÁÑ ŒÙÐÕËÌÏÓÔØ. äÏËÁÚÙ- ŒÁÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G_A(C) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. îÏ ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ. �

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÉÍÅÔØ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙ- ÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÍÅÒÕ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1 ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏ (ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ \ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ" ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ). üÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2 äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÐÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Œ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{d∗}, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÇÁÕÓÓÏŒÏÍÕ:

dH|_Sd�1 = G^{−1}:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á

ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÈ ÎÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÏ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÄŒÁÖÄÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ dH ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ R^{d∗} Œ

R^d. ôÁË ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Õ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ

3.2, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dH|_Sd�1 = G^{−1} ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÂÁ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. ïÄÎÁËÏ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, Á ÏÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ. ôÁË ÞÔÏ ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2.

ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ H = H_A, G = G_A. ðÕÓÔØ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ R^d. íÁËÓÉÍÕÍ ŒÅÌÉÞÉÎÙ (; a), a ∈ A, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ a = G^{−1}(). üÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÅÎ H(). ðÏÜÔÏÍÕ

H() = (; G^{−1}()):

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

dH() = (d; G^{−1}()) + (; dG^{−1}()):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÏÑÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÏÔ d. ðÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÄŒÁÖÄÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ d → (d; G^{−1}()) ÎÁ

R^{d∗} ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ G^{−1}() ∈ R^d. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ G^{−1} ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ

S^{d−1} ⊂ R^{d∗} Œ ÇÒÁÎÉÃÕ ÔÅÌÁ A, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dG^{−1}() ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÏÐÏÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ë ÔÏÞËÅ G^{−1}(). îÏ ÜÔÁ ÏÐÏÒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (; dG^{−1}()) = 0. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ @A ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÂÒÁÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ dH_A. úÁÍÅÔÉÍ ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ A. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ H_A ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dH_A | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ dH_A ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÌÕÞÅ, ŒÙÈÏÄÑÝÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÆÅÒÕ, ÎÏ É ŒÓÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ŒÙËÏÌÏÔÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÅÌÁ A.

4 óÌÕÞÁÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A É B ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ:

dp_{Vol(A + B) ≥ d}√_{Vol A + d}√_{Vol B:}

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1 ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ A É B ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ É ÇÌÁÄËÉÅ

ÇÒÁÎÉÃÙ. ôÏÇÄÁ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÅÌÁ A É B ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

ïÓÔÁŒÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÌÅËÃÉÉ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A É B É ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ st_H (A + B) ⊇ st_H (A) + st_H (B):

äÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÔÅÌÁÈ A É B ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÔÏ Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÉ ÔÏÖÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

ìÅÍÍÁ 4.2 åÓÌÉ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÍ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A É B Ó ÎÅ-

ÐÕÓÔÙÍÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H ÉÍÅÅÍ st_H (A + B) = st_H (A) + st_H (B):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A^∗, B^∗ É C^∗ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ H ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A, B É C ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

íÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ:

(Vol(A)^{1d} + Vol(B)^{1d} )^d = Vol(C) = Vol(C^∗) > Vol(A^∗ + B^∗) > (Vol(A^∗)^{1d} + Vol(B^∗)^{1d} )^d =

= (Vol(A^∗)^{1d} + Vol(B^∗)^{1d} )^d:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.2 ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ C^∗ ⊇ A^∗ + B^∗. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Vol(C^∗) 6 Vol(A^∗ + B^∗). ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ûÔÅÊÎÅÒÕ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÏÂSSÅÍÙ, Vol(C^∗) = Vol(C). á ÔÁË ËÁË Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A É B ÒÅÁÌÉÚÕ- ÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, Vol(C) = (Vol(A)^1d + Vol(B)^1d )^d. äÁÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A^∗ É B^∗, ÉÍÅÅÍ: Vol(A^∗ + B^∗) > (Vol(A^∗)^{1d} + Vol(B^∗)^{1d} )^d. úÁÍÅÔÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ Vol(A^∗) = Vol(A), Vol(B^∗) = Vol(B).

ðÅÒŒÙÊ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ŒÙÐÉÓÁÎÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. úÎÁÞÉÔ, ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Vol(C^∗) = Vol(A^∗ + B^∗), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C^∗ = A^∗ + B^∗, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Vol(C^∗) = Vol(A^∗ + B^∗) ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ C^∗ = A^∗ + B^∗ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÅÐÕÓÔÏÔÙ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ÔÅÌ A É B.

ìÅÍÍÁ 4.3 ðÕÓÔØ A É B | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ É ÇÌÁÄËÉÍÉ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ,

ÐÒÉÞÅÍ ÔÅÌÏ A ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ @A, ÔÅÌÏ B ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏ Œ ÔÏÞËÅ b ∈ @B, É G_A(a) = G_B (b). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [a; a^′] ÏÔÒÅÚÏË, ŒÙÓÅËÁÅÍÙÊ ÉÚ ÔÅÌÁ A ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ H É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË [b; b^′]. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

st_H (A + B) = st_H (A) + st_H (B):

ôÏÇÄÁ G_A(a^′) = G_B (b^′).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ C = A + B. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ c = a + b. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ c ∈ @C É G_C (c) = G_A(a) = G_B (b). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÌÏ C ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏ Œ ÔÏÞËÅ c. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ = G_A(a) Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÔÅÌÏ A ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ a, Á Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÔÅÌÏ B | Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ b. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÔÅÌÏ C = A+B ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ c = a + b. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ c^′ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ Ë c ËÏÎÅÃ ÏÔÒÅÚËÁ [c; c^′], ŒÙÓÅËÁÅÍÏÇÏ ÉÚ ÔÅÌÁ C ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ Ë H. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ G_A(a^′) = G_B(b^′). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ c^′ = a^′ + b^′.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÔÏÞËÅ c^′ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ G_C (c^′) Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÔÅÌÏ C. ïÄÎÁËÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁËÓÉÍÕÍ

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ G_C (c^′) Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÔÅÌÏ A ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ a^′, Á Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÔÅÌÏ B | Œ ÔÏÞËÅ b^′. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, G_A(a^′) = G_B(b^′) = G_C (c^′).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ c^′ = a^′ + b^′. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ c_∗ É c^′_∗ ÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË c É c^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H. óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ st_H (C) = st_H (A) + st_H (B), ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ a_∗ ∈ A, b_∗ ∈ B, ÞÔÏ c_∗ = a_∗ + b_∗. ôÏÇÄÁ, ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, c^′_∗ = a^′_∗ + b^′_∗, ÇÄÅ a^′_∗ É b^′_∗ | ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÁÍ a_∗ É b_∗ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚËÉ S_a, S_b É S_c, ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÉ [a_∗; a^′_∗], [b_∗; b^′_∗] É [c_∗; c^′_∗] ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ S_c = S_a + S_b. ïÄÎÁËÏ ÔÏÞËÕ c ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÏÞËÉ ÉÚ A É ÔÏÞËÉ ÉÚ B ÔÏÌØËÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: c = a + b. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a ∈ S_a, b ∈ S_b. ðÏÓËÏÌØËÕ S_a ⊆ A, S_b ⊆ B, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S_a ⊆ [a; a^′], S_b ⊆ [b; b^′].

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ |S| ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ S. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: |S_c| = |S_a| + |S_b|. ïÄÎÁËÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, |S_c| = |c − c^′| = |a − a^′| + |b − b^′|. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S_a = [a; a^′], S_b = [b; b^′]. îÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c^′ = a^′ + b^′, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1.

ðÕÓÔØ A É B | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ É ÇÌÁÄËÉÍÉ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ. ôÏÇÄÁ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÔÏ- ÞÅË a ∈ @A, b ∈ @B, ÞÔÏ ÔÅÌÏ A ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏ Œ ÔÏÞËÅ a, ÔÅÌÏ B ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏ Œ ÔÏÞËÅ b, É G_A(a) = G_B(b). åÓÌÉ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ ÔÅÌ A É B, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 4.2, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, st_H (A + B) = st_H (A) + st_H (B):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 4.3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ . ðÕÓÔØ H | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ {x ∈ R^d| (x) = 0}. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÌÅÍÍÙ 4.3, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ a^′ = G^{−1}_A (), b^′ = G^{−1}_B (). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÏÔÒÅÚËÉ [a; G^{−1}_A ()] É [b; G^{−1}_B ()] ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. åÓÌÉ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É b Œ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

G^{−1}_B = ¸G^{−1}_A ;

ÇÄÅ ¸ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ¸ = H_B=H_A (ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ).

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 3.2: G^{−1}_A = dH_A, G^{−1}_B = dH_B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, dH_B = (H_B=H_A)dH_A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÆÕÎËÃÉÑ H_B =H_A (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÓÀÄÕ ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ŒÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ H_B=H_A = const. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÏÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A É B ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ É ÓÁÍÉ ÔÅÌÁ. �

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÁ ÎÅÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ A É B Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ Vol(A) = Vol(B) = Vol(A + B) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. ïÄÎÁËÏ ÔÅÌÁ A É B ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.