œÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ É ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ìÅËÃÉÑ 3

1 òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ

îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ ÐÌÏÝÁÄØ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ´_ε ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ ´_ε ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

ðÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´. ðÌÏÝÁÄØ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÁ S(´). œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´. ôÁË ËÁË ÄÌÉÎÙ ÂÏËÏŒÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÒÁŒÎÙ ε, ÐÌÏÝÁÄØ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÁ εl(´) (ÇÄÅ l(´) | ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´). îÁËÏÎÅÃ, ÔÒÅÔØÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÅËÔÏÒÏŒ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ε. ãÅÎÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÅËÔÏÒÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÓÏŒÐÁÌÉ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÌÙÊ ËÒÕÇ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÔØÅÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÁ πε^2. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:

S(´_ε) = S(´) + εl(´) + ε^2π.

üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÏÔ ε. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ŒÙÐÕËÌÏÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÝÁÄØ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ ε, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. óŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÐÌÏÝÁÄÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ε ÒÁŒÅÎ ÐÅÒÉÍÅÔÒÕ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ε^2 ÒÁŒÅÎ π (ÐÌÏÝÁÄÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ).

äÁÌÅÅ, ÐÕÔÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÆÉÇÕÒÙ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ŒÙÐÕËÌÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, ÔÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ É ÉÈ ÐÅÒÉÍÅÔÒÙ ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÅ- ÍÉÔØÓÑ Ë ÐÌÏÝÁÄÉ É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÌÉÎÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÙ.

œÙÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ÞÅÒÅÚ ´, Á ÅÇÏ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ | ÞÅÒÅÚ ´_ε. œÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ ´_ε ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÞÁÓÔÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2).

ðÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ | ÓÁÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒ (ÅÇÏ ÏÂSSÅÍ ÒÁŒÅÎ Vol(´)). œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ ŒÙÓÏÔÙ ε ÎÁÄ ÇÒÁÎÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ïÂSSÅÍ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ εS(∂´). ôÒÅÔØÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÅÂÒÁÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ë ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÐÒÉÍÙËÁÅÔ ÆÉÇÕÒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÒÅÂÒÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÅËÔÏÒ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ε. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l ÄÌÉÎÕ ÒÅÂÒÁ, Á ÞÅÒÅÚ α | ÕÇÏÌ

òÉÓ. 1: ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ òÉÓ. 2: ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ. õÇÏÌ α ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÍÉ Ë ÇÒÁÎÑÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÒÅÂÒÏ. ïÂSSÅÍ ÔÒÅÔØÅÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ∑ lαε^2/2, ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÅÂÒÁÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÞÅÔŒÅÒÔÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÅËÔÏÒÏŒ ÛÁÒÁ, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ŒÅÒÛÉÎÁÍ. åÓÌÉ ÓÌÏÖÉÔØ ŒÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÅËÔÏÒÙ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÃÅÌÙÊ ÛÁÒ (ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÁË Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ{ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ:

Vol(´_ε) = Vol(´) + εS(∂´) + ε^2 2 ∑ lα + ε^3 4 3 π. íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÍ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ ε.

ôÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÏÂSSÅÍÁ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉËÁ Œ R^3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ. âÕÄÅÍ ÐÒÉÂÌÉ- ÖÁÔØ ÜÔÏ ÔÅÌÏ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ŒÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ{ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ. óŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÏÂSSÅÍÕ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ε ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, Á ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ É ÒÁŒÅÎ ÏÂSSÅÍÕ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ε.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ε^2 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ ÏÔ

ÓÒÅÄÎÅÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÔÅÌÁ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 (ûÔÅÊÎÅÒ, íÉÎËÏŒÓËÉÊ) ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d. ïÂSSÅÍ

ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ε ÓÔÅÐÅÎÉ d:

Vol(A_ε) = Vol(A) + εVol(∂A) + · · · + ε^dVol(B),

ÇÄÅ B | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ.

ôÅÏÒÅÍÕ ûÔÅÊÎÅÒÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ É ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ. éÍÅÎÎÏ, ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ, Á ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÏÂSSÅÍ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÑŒÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ.

2 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ (ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ) É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÄÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ) ÄÏ ÇÒÕÐÐÙ. ïÂÓÕÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1 ðÕÓÔØ G | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ: (∀a, b, c ∈ G) a + c = b + c =⇒ a = b.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ^G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ G. çÒÕÐÐÁ ^G ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ŒÉÄÁ a − b, ÇÄÅ a, b ∈ G. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: a − b ∼ c − d, ÅÓÌÉ a + d = c + b. æÁËÔÏÒÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ^G ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ G → ^G. ôÅÐÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ^G | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ G, É ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. �

éÔÁË, ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ G ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ G ÌÅÖÉÔ ÈÏÔØ Œ ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕÐÐÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ).

ïÄÎÁËÏ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, Ó ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ G ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÎÅËÏ- ÔÏÒÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ^G. óÎÏŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1, ÕÖÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍ). ðÏÌÏÖÉÍ a−b ∼ c−d, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ r ∈ G, ÞÔÏ a+d+r = c+b+r. æÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ^G ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ ^G ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ G. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G → ^G (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2 ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ A, B É C | ÔÁËÉÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ, ÞÔÏ A + C = B + C. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÐÏÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÜÔÉÈ ÔÅÌ ÐÏÌÕÞÁÅÍ H_A + H_C = H_B + H_C. îÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÔÁÔØ, ÐÏÜÔÏÍÕ H_A = H_B . ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ A É B ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. �

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÇÒÕÐÐÕ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ. œÉÒÔÕ-

ÁÌØÎÙÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ | ÜÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ.

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ Z^d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ conv(N A) = N conv(A).

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ G | ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ Z^d ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Œ ÇÒÕÐÐÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ^G Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ conv(A).

óÏ ŒÓÑËÉÍ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÔÅÌÏÍ ÓŒÑÚÁÎÁ ÏÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ó ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÍ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÔÅÌÏÍ A−B (A É B | ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ) ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ H_{A−B} = H_A − H_B, ËÏÔÏÒÕÀ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÏÐÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A − B.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3 œÓÑËÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ

ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{d∗} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÐÏÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÆÕÎËÃÉÑ, Á g | ÏÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ R ÆÕÎËÃÉÑ f + Rg ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÕËÌÏÊ.

æÏÒÍÁ d^2g ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ R > 0, ÞÔÏ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Rd^2g+d^2f > 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ Rd^2g+d^2f ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ. œÔÏÒÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ d^2f É d^2g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ -1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Rd^2g + d^2f > 0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Rg + f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ. úÎÁÞÉÔ, Rg + f = H_A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A. åÓÌÉ ÞÅÒÅÚ B ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ, ÔÏ g = H_B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f = H_{A−RB}, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �

3 íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ V | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ P :

V → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 6 m, ÅÓÌÉ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄ-

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 6 m.

úÁÄÁÞÁ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÆÕÎËÃÉÑ P

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 6 m, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ P ŒÏÏÂÝÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 6 m?

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1 æÕÎËÃÉÑ ÏÂSSÅÍÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕ-

ÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

œŒÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1, . . ., x_d Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d. ïÂSSÅÍ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÔÅÌÕ A ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSÅÍÁ:

Vol(A) = ∫ A dx_1 ∧ dx_2 ∧ · · · ∧ dx_d. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSÅÍÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ A: ∫ A dx_1 ∧ dx_2 ∧ · · · ∧ dx_d = ∫ ∂A x_1 · dx_2 ∧ · · · ∧ dx_d. úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÏÒÍÙ x_1·dx_2∧· · ·∧dx_d ÒÁŒÅÎ ÆÏÒÍÅ ÏÂSSÅÍÁ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÆÏÒÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ∂A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ dH_A. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÓÆÅÒÅ: ∫ ∂A x_1 · dx_2 ∧ · · · ∧ dx_d = ∫ Sd�1 (dH_A)^∗(x_1 · dx_2 ∧ · · · ∧ dx_d). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ dH_A ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ A. áÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (dH_A)^∗(x_1 · · · dx_2 ∧ · · · ∧ dx_d) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ A. éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ (dH_A)^∗(x_1 · · · dx_2 ∧ · · · ∧ dx_d) ÔÏÖÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ A. îÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÏÂSSÅÍÕ ÔÅÌÁ A. úÎÁÞÉÔ, ÏÂSSÅÍ ÔÅÌÁ A ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ A. �

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂSSÅÍÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÂSSÅÍÁ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ: ÅÓÌÉ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, Á B | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÂSSÅÍÁ Vol(A + εB) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ε.

4 ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ P : V → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ

ÓÔÅÐÅÎÉ d ÅÓÌÉ (∀λ ∈ R)(∀x ∈ V) P (λx) = λ^dP (x). åÓÌÉ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ É ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ P ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÏÖÅ ÒÁŒÎÁ d. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ ÏÂ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÓÔÅÐÅÎÉ d.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌÁÈ Œ R^d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ P | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V.

ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ d-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ V^{⊗d} → R (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ P ), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ (∀x ∈ V) P (x, x, . . ., x) = P (x). ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ P | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ P ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ

ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÀ. ôÏÇÄÁ, Œ ÓÉÌÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ,

P (a + b) = P (a + b, a + b) = P (a) + 2P (a, b) + P (b),

ÏÔËÕÄÁ P (a, b) = P (a + b) − P (a) − P (b) 2 . ïÂÒÁÔÎÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÉÓÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÆÏÒÍÙ P . âÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ 4.1 ðÕÓÔØ P | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V, É ÐÕÓÔØ

b ∈ V | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ Q(a) = P (a + b) − P (a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d − 1 (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ).

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_a ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ a ∈ V. åÓÌÉ f : V → R | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ), ÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, L_af(x) = d dt |_{t=0}f(x + at). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÔÏ L_aP ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d − 1.

îÁÍ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ üÊÌÅÒÁ ÏÂ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÑÈ:

ìÅÍÍÁ 4.2 ðÕÓÔØ P | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ

ÔÏÞËÉ a ∈ V ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ L_aP (a) = d · P (a). üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË ÏÂÙÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ φ(λ) = P (λa) ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ŒÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.3 äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÉÍÅÅÍ L^d_aP = d!P (a). úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÙÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÏÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L^d_a

ÓÔÅÐÅÎÉ d Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ P ÓÔÅÐÅÎÉ d. üÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÒÁŒÎÁ d!P (a).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4 œÓÑËÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ

P (a_1, . . . , a_d) = 1 d! L_{a1} · · · L_{ad} P. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

æÏÒÍÁ P (a_1, . . . , a_d), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . âÉ- ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ L_{a+b} = L_a + L_b, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ- ÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ. îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ P (a, a, . . ., a) = P (a). îÏ ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ üÊÌÅÒÁ ÏÂ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÑÈ (ÌÅÍÍÁ 4.2).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P (a_1, . . . , a_d) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ^1_{d!} L_{a1} · · · L_{ad} P . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ

L_{a1} · · · L_{ak} P (x) = d! (d − k)! P (a_1, . . . , a_k, x, x, . . ., x). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ É ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ- ÓÔØÀ (ÂÉÎÏÍÏÍ îØÀÔÏÎÁ). �

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: P (a, b, c) = P (a + b + c) − P (a + b) − P (b + c) − P (a + c) + P (a) + P (b) + P (c) 6 . õËÁÖÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.5 ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ε ÎÁÂÏÒ (ε1, . . . , εd) ÉÚ d ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÏ ÌÉÂÏ 0,

ÌÉÂÏ 1. þÅÒÅÚ |ε| ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ε. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅÐÅÎÉ d ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: P (a_1, . . ., a_d) = ∑ ε∈{0,1}d (−1)^{|ε|}P (ε_1a_1 + · · · + ε_da_d).

üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÉÓÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 4.1.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÄÏÌÖÎÁ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÓÔØÀ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÄÅÔÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

5 óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÏÂSSÅÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÎÁ-

ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ. óÍÅÛÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ A_1, . . . , A_d Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

R^d ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Vol(A1, . . . , Ad).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÏÂSSÅÍÏŒ. ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á B | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ. ôÏÇÄÁ A + εB | ÜÔÏ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÆÉÇÕÒÙ A. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÐÌÏÝÁÄØ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ

S(A + εB) = S(A_ε) = S(A) + εl(A) + ε^2π.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÂÉÎÏÍÕ îØÀÔÏÎÁ, S(A + εB) = S(A) + 2εS(A, B) + ε^2S(B), ÇÄÅ S(A, B) | ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒ A É B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S(A, B) = l(A)/2.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ A | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, Á B | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ, ÔÏ Vol(A, A, B) = S(∂A)/3. óÍÅÛÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅÍ Vol(A, B, B) ÒÁŒÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1/3 ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ A ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÍÅÛÁÎÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÄŒÕÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H_i(A) ÏÐÏÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏŒ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ (ÉÌÉ ÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ) ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÌÉÎÕ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÚÑÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÅÖÉÔ ÐÏ ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A, ÞÔÏ É ÓÁÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË. éÎÁÞÅ ÏÐÏÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ.

ðÕÓÔØ ξ_1, . . . , ξ_n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÅ ËÏŒÅËÔÏÒÙ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, H_i = H_A(ξ_i).

òÉÓ. 3: œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ

òÉÓ. 4: œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l_i(A) ÄÌÉÎÕ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A Ó ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ËÏŒÅËÔÏÒÏÍ ξ_i. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A: S(A) = 1 2 ∑ H_i(A)l_i(A). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). ðÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÒÁŒÎÙ H_i(A)l_i(A)/2. ïÔÓÀÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÙÐÉÓÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÌÏ- ÝÁÄÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÙÐÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÌÏÖÉÍ H_i(B) = H_B (ξ_i).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1 óÍÅÛÁÎÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A É ÆÉÇÕÒÙ B ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÐÏ ÆÏÒ-

ÍÕÌÅ S(A, B) = 1 2 ∑ H_i(B)l_i(A). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÐÌÏÝÁÄØ S(A + εB) (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). æÉÇÕÒÁ A + εB ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ (ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ). ðÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A. œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A. âÏËÏŒÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A Ó ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ËÏŒÅËÔÏÒÏÍ ξ_i, ÒÁŒÎÁ εH_i(B). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÌÏÝÁÄØ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ε ∑ H_i(B)l_i(A). ôÒÅÔØÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÕÓËÏŒ ÆÉÇÕÒÙ εB, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÓÀ ÆÉÇÕÒÕ.

íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ S(A, B) ÒÁŒÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ ε Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ S(A + εB). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S(A, B) =^1_2 ∑ H_i(B)l_i(A), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. � ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ A É B | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ. ïÄÎÁËÏ ÓÁÍÁ ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. åÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ S(A, B) = S(B, A) ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ξ_1, . . . , ξ_d ÎÁÐÒÁ- ŒÌÑÀÝÉÅ ËÏŒÅËÔÏÒÙ ÅÇÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ `_1, . . . , `_d ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. þÉÓÌÏ H_i(A) = H_A(ξ_i)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÏÒÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÇÒÁÎÉ `_i. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Vol^i(A) (d − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ `_i. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂSSÅÍÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ A:

Vol(A) = 1 d ∑ H_i(A)Vol^i(A).

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÌÏÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÕÓÏŒ ÎÁÄ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. œÅÒÛÉÎÙ ŒÓÅÈ ËÏÎÕÓÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÂSSÅÍ ËÏÎÕÓÁ ÎÁÄ `_i ÒÁŒÅÎ^1_d H_i(A)Vol^i(A).

ðÕÓÔØ B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ. óÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÌÏÓËÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ Vol(A, A, . . . , A, B) = 1 d ∑ H_i(B)Vol^i(A).

úÄÅÓØ H_i(B) = H_B(ξ) | ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÅÌÁ B ÎÁ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÈ ËÏŒÅËÔÏÒÁÈ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ A.