œÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ É ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ìÅËÃÉÑ 4

1 îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ

ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÏÂSSÅÍÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ φ(λ) =^d √ Vol(λA + (1 − λ)B).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ, ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ (ŒÏÇÎÕÔÁ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, φ^{′′}(0) 6 0. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ φ^{′′}(0). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ φ(λ) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ λ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ

Vol(λA + (1 − λ)B) = Vol(B + λ(A − B)).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ φ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ λ ÂÕÄÕÔ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÏÂSSÅÍÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A (ÉÌÉ A−B), Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó B. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: (C, D) = Vol(C, D, B, B, . . . , B). üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÒÁŒÄÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ (C, D) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÔ C É D.

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Vol(B + λ(A − B)) = (B, B) + dλ(A − B, B) + d(d − 1) 2 λ^2(A − B, A − B). éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ d Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ X = (A − B, B)/(B, B), Y = (A − B, A − B)/(B, B). œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÏÄËÏÒÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ (B, B) ( 1 + dλX + d(d − 1) 2 λ^2Y ) . óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ íÁËÌÏÒÅÎÁ, d √ 1 + dλX + d(d − 1) 2 λ^2Y = 1 + λX + d − 1 2 λ^2(Y − X^2 ).

õÓÌÏŒÉÅ φ^{′′}(0) 6 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ Y 6 X^2 . ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ X É Y É ÒÁÓËÒÙŒ ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ (A, B)^2 > (A, A)(B, B), ÉÌÉ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (·, ·), Vol(A, B, B, . . . , B) > Vol(A, A, B, B, . . ., B)Vol(B). üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÏÂÒÁÝÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (·, ·). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÝÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÑ- ÅÔÓÑ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ 1. ôÏÍÕ ŒÙÓËÁÚÙŒÁ- ÎÉÀ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÅÎ 1, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ É Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ (·, ·) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ

ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÅÎ 1, ÅÓÌÉ

• ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ b ∈ V, ÞÔÏ (b, b) > 0,

• ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ a, ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ b, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ α, ÞÔÏ (αa + b, αa + b) 6 0. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1 ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒ b ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (b, b) > 0. æÏÒÍÁ (·, ·) ÉÍÅÅÔ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ V ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ: (a, b)^2 > (a, a)(b, b). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ ÒÁŒÅÎ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ V ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ q(α) = (αa+b, αa+b) ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌÅÎ. õÓÌÏŒÉÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (a, b)^2 > (a, a)(b, b).

�_{ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ (·, ·) = Vol(·, ·, B, B, . . ., B) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ}

ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÌÏ B ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÓŒÅÔÏŒÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ ÌÅÖÁÔ ŒÎÕÔÒÉ ÓŒÅÔÏŒÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ. üÔÏ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÐÏÚÖÅ, ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ.

2 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÍÏÖÎÏ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ A É B ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ

ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÔÁËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÉÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ (É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ).

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ´. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÎÅÛÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÎÏ- ÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÞÅÒÅÚ ξ_1, . . . , ξ_n. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË A, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ´, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÏÐÏÒÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ H_i(A) = H_A(ξ_i). åÓÌÉ ÓÌÏÖÉÔØ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´, ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ´. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ´, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ. çÒÕÐÐÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. äÁÄÉÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ- ËÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äŒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍÉ

ÇÒÁÎÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÔÁËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÅ ÇÒÁÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÉÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ. éÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ Œ ÏÄÎÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´. ðÕÓÔØ ξ_1, . . . , ξ_n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ŒÎÅÛÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌÉ ÅÇÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË A, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ´, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓŒÏÉÈ ÏÐÏÒÎÙÈ ÞÉÓÅÌ H_i(A) = H_A(ξ_i).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ íÉÎËÏŒÓËÏÍÕ. çÒÕÐÐÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ. üÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ (ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´).

æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ. ëÁË ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ A, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ´,

Vol(A) = 1 d ∑ H_i(A)Vol^i(A),

ÇÄÅ Vol^i(A) | ÜÔÏ ÏÂSSÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ A Ó ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÀ ξ_i. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ A É X, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´, Vol(A, X, X, . . . , X) = 1 d ∑ H_i(A)Vol^i(X).

æÕÎËÃÉÑ Vol^i ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d−1 ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´. úÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ Vol^i(A_2, . . . , A_d) ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ A_2, . . ., A_d ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍ (d − 1)- ÍÅÒÎÙÍ ÏÂSSÅÍÏÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ Ó ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÀ ξ_i. ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÓÞÉÔÁÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅÍ, ŒÓÅ ÇÒÁÎÉ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ Œ ÏÂÝÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. íÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ:

Vol(A_1, . . . , A_d) = 1 d ∑ H_i(A_1)Vol^i(A_2, . . . , A_d).

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ 2.1 ðÕÓÔØ P | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V. äÌÑ ŒÅËÔÏÒÁ a ∈ V ÐÏÌÏÖÉÍ Q_a(x) = P (a, x, x, . . ., x). ôÏÇÄÁ

Q_{a1} (a_2, . . . , a_d) = P (a_1, a_2, . . . , a_d).

œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÍ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ) ÍÏÖÎÏ ÑŒÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´ Œ R^d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ

ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÎ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÏŒÎÏ d ÒÅÂÅÒ É ÒÏŒÎÏ d ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ.

ðÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. óËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÛÅŒÅÌÉÔØ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÔÏ ÏÎ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ.

ðÕÓÔØ ´ | ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÉÒÔÕÁÌØ- ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2 œÓÑËÏÅ ÏÐÏÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Hi ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ , ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ V. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÒÁŒÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ H_i(A + B) = H_i(A) + H_i(B) É H_i(αA) = αH_i(A) ÐÒÉ α > 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, H_i ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ´. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÞÉÓÅÌ ε_1, . . . , ε_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË B, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ´ É ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H_i(B) = H_i(A) + ε_i. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ H_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V. �

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´, ÆÏÒÍÕ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ (A, B) = Vol(A, B, ´, . . ., ´). óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ x_1, . . . , x_m ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

(A, A) = x_1(A)^2 − x_2(A)^2 − · · · − x_n(A)^2, n 6 m òÉÓ. 1: œÙÂÏÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÌÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ

œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÑŒÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÕÓÔØ ´ | ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË. œÐÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ´ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË T_1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ôÏÇÄÁ ´ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ T_1 É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ: ´ = T_1 − T_2 − · · · − T_n.

ðÒÏÃÅÓÓ ŒÙÒÅÚÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ´ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ T_1 ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË A, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ´, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÌÓÑ ÂÙ Œ ŒÉÄÅ

A = T_1(A) − T_2(A) − · · · − T_n(A),

ÇÄÅ T_i(A) | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÊ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ T_i.

ðÒÉÍÅÍ ÚÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ x_i(A) ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ T_i(A) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÉÎÕ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÉÎÕ ŒÙÓÏÔÙ ÉÌÉ ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ T_i(A) ÐÏÄÏÂÎÙ, ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÌÉÛØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÅÍ. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÔÏ S(T_i(A)) = x_i(A)^2 (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÎÅÓÔÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_i). éÍÅÅÍ:

S(A) = S(T_1 (A)) − S(T_2(A)) − · · · − S(T_n(A)) = x_1(A)^2 − x_2(A)^2 − · · · − x_n(A)^2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÐÌÏ- ÝÁÄÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ S Œ ÓÕÍÍÕ ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÐÌÀÓ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÕÓÙ. ïÔÓÀÄÁ ÅÝÅ ÒÁÚ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

3 óÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÔÅÌÁÍÉ É ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f : R^d → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ (∀x, y ∈ R^d)(∀λ ∈ [0, 1]) f(λx + (1 − λ)y) 6 λf(x) + (1 − λ)f(y). æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ x ≠ y É λ ≠ 0, 1 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÔÒÏÇÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R^d → R^{d∗} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ) ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ (∀x, y ∈ R^d) (F (x) − F (y), x − y) > 0. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ) ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ x ≠ y ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÔÒÏ- ÇÏÅ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÐÕËÌÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1 æÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ) ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ðÕÓÔØ f | ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ φ(λ) = f(λx + (1 − λ)y). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0, 1] É ŒÙÐÕËÌÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, φ^′(0) 6 φ^′(1). îÏ, ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, φ^′(0) = (df(y), x − y), Á φ^′(1) = (df(x), x − y). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (df(y), x − y) 6 (df(x), x − y), ÔÏ ÅÓÔØ (df(x) − df(y), x − y) > 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ. �

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.2 ðÕÓÔØ f : R^d → R | ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ôÏÇÄÁ df : R^d → R^{d∗} | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3 ðÕÓÔØ f | ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^d. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ df(R^d) ŒÙÐÕËÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_f = {ξ ∈ R^d| f − ξ > const} ⊆ R^{d∗}. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_f ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ξ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ f − ξ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A_f , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÐÕËÌÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A_f = df(R^d).

äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ R^d ÉÍÅÅÍ f(x) > f(a) + d_a f(x − a). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f − d_af > f(a) − d_af(a), ÔÏ ÅÓÔØ d_af ∈ A_f . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ df(R^d) ⊆ A_f .

ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A_f ⊆ df(R^d). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ φ ∈ A_f . îÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ inf_{x∈}R_d ||d_xf − φ|| = 0. ðÏÌÏÖÉÍ g = f − φ. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ inf_{x∈}Rd ||d_xg|| = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: ||d_xg|| > ε > 0. ôÏÇÄÁ inf g = −∞. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁŒ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÏÅ ÐÏÌÅ −dg (ŒÐÒÏÞÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ). �

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. éÍÅÎÎÏ, ŒÓÑËÏÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_f .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4 óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ f → Af ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ

A_{f +g} = A_f + A_g .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_f ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ⊇. á ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ A_f = df(R^d), ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ⊆. �

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ A_f | ÜÔÏ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ. ïÂSSÅÍ ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÕÎËÃÉÉ f. éÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉŒ ÆÏÒÍÕ ÏÂSSÅÍÁ ÞÅÒÅÚ vol, ÉÍÅÅÍ:

Vol(A_f ) = ∫ df (Rd) vol = ∫ R^{d(df)∗ (vol) =} ∫ R^{d det(d2f)vol.} äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ (df)^∗ (vol) ÒÁŒÎÁ ÆÏÒÍÅ ÏÂSSÅÍÁ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÑËÏÂÉÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ df, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÇÅÓÓÉÁÎ ÆÕÎËÃÉÉ f.

éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÒÕÎÎÁ{íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: (∫ R^{d det(d2(f + g))vol}

) 1_d

>^{(∫}

R^{d det(d2f)vol}

) 1_d + (∫ R^{d det(d2g)vol}

) 1_d .

åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ A ⊆ R^d, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÑŒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕËÁÚÁÔØ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÕÀ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{d∗}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ A = A_f . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ

f(ξ) = log ∫ A e^{(ξ,a)} da. éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÍÅÒÅ, ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ f df(ξ) = ∫ A ae^{(ξ,a)} da ∫ A e^{(ξ,a)} da ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ ξ Œ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÅÌÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ e^{(ξ,a)}. œ ÓÉÌÕ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ, ÜÔÏÔ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(R^{d∗}) ⊆ A, Á ÚÎÁÞÉÔ, A_f ⊆ A.

äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ÔÅÌÏ A ŒÓÀÄÕ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏ. ðÕÓÔØ a ∈ ∂A. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ξ = G_A(a), ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, df(tξ) → a ÐÒÉ t → ∞. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ df(R^{d∗}), ÔÏ ÅÓÔØ ∂A ⊆ A_f . ïÔÓÀÄÁ A ⊆ A_f . íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ A_f = A.

œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÉÚÕÞÅ- ÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÔØ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÁŒÄÁ ÎÅÇÌÁÄËÁÑ É ÎÅÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁÑ | ÜÔÏ ÏÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.