œÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ É ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ìÅËÃÉÑ 5

1 îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ

ðÕÓÔØ B_2, B_3, . . . , B_d | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ, B | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, A | ŒÉÒÔÕÁÌØÎÏÅ ŒÙ- ÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ). á. ä. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ Œ 1937 ÇÏÄÕ ÏÐÕÂÌÉ- ËÏŒÁÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ:

Vol(A, B, B_2, B_3, . . ., B_d)^2 > Vol(A, A, B_2, B_3, . . . , B_d)Vol(B, B, B_2, B_3, . . . , B_d).

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÅÍ ÖÅ ÍÅÔÏÄÏÍ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌØ- ÚÏŒÁÌÓÑ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ ÄÁÌ ÄŒÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓŒÏÅÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÓÆÅÒÅ. ïÂÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ É ÁÎÁÌÏÇÏŒ ÔÅÏÒÉÉ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÅÒ- ŒÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ.

ðÅÒŒÙÊ ÛÁÇ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÉÒÔÕÁÌØ- ÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÄÏÂÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ.

ìÅÍÍÁ 1.1 ðÕÓÔØ ´1, . . . , ´m | ÐÒÏÓÔÙÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ŒÉÄÁ α_1´_1 + · · · + α_m´_m, α_1, . . . , α_m > 0 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.

üÔÕ ÌÅÍÍÕ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 1.2 ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÍÏÖÎÏ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ìÀÂÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ. óÌÅÇËÁ ÐÏÛÅŒÅ- ÌÉŒ ŒÓÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÔÁÌ ÐÒÏÓÔÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ.

ðÕÓÔØ A_1, . . . , A_m | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ. ðÒÉÂÌÉÚÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÔÅÌÏ A_i ÐÒÏÓÔÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ´_i. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÎÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´_i ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´_i + ε(´_1 + · · · + ´_m), ÇÄÅ ε | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÏÅ ÞÉÓÌÏ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÂÕÄÕÔ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ´_i, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÂÕÄÕÔ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÔÅÌÁ A_i. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1.1, ŒÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÂÕÄÕÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ A_1, . . . , A_m ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ. � ôÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

2 íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÏŒ

ðÕÓÔØ ´ | ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´. ðÕÓÔØ ξ_1, . . . , ξ_n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍ ÇÒÁÎÑÍ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ H_i. úÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ H_i ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ A ∈ L ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÏÒÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ H_i(A) = H_A(ξ_i). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L. üÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ H_i, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ A, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ´,

V (H_1(A), . . . , H_n(A)) = Vol(A).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Vol^i(A) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂSSÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ A Ó ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁ- ÌØÀ ξ_i. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ:

ìÅÍÍÁ 2.1 ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ´. ôÏÇÄÁ ∂ ∂H_i V (H_1(A), . . . , H_n(A)) = Vol^i(A).

éÚ ÌÅÍÍÙ 2.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Vol^i, ÒÁÓÓÍÁÔÉÒŒÁÅÍÁÑ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ´, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ d − 1 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ L. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÅÒÅÚ V^i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÎØ ´^i ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ Ó ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÀ ξ_i. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ (d − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´, ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L^i. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ ´, ÅÇÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÕÀ ÇÒÁÎØ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ξ_i, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L → L^i. éÚ ÌÅÍÍÙ 2.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ V^i ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÂSSÅÍÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^i ËÁË ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ V^i ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÂSSÅÍÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÔÓŒÅ L^i.

ìÅÍÍÁ 2.2 ïÐÅÒÁÔÏÒ LA ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ A ∈ L ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ Œ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

L_A = ∑ H_i(A) ∂ ∂H_i . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

åÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒŒÅÄÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x_1, . . . , x_n), Á ŒÅËÔÏÒ a ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a_1, . . . , a_n, ÔÏ ÏÐÒÅÒÁÔÏÒ L_a ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ a ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË L_a = ∑ a_i ∂ ∂x_i . üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. �

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ A_1, . . . , A_d, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÕ ´, ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Vol(A_1, . . . , A_d) = 1 d! L_{A1} · · · L_{Ad} (V ). 3 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ

ðÕÓÔØ ´ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ðÕÓÔØ B_2, B_3, . . . , B_d | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ´. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

(C, D) = Vol(C, D, B_2, B_3, . . . , B_d) = 1 d! L_C L_DL_{B2} L_{B3} · · · L_{Bd} (V ).

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (·, ·) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÎÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ëÏÛÉ{ âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´.

ìÅÍÍÁ 3.1 ðÕÓÔØ (·, ·) | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L É ÐÕÓÔØ b ∈ L |

ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÞÔÏ (b, b) > 0. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ a ∈ L ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a, b)^2 > (a, a)(b, b),

(ii) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ a ∈ L, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ (a, b) = 0, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a, a) 6 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (i) ⇒ (ii) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii) É ÐÕÓÔØ a ∈ L | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ α = (a, b)/(b, b) ÉÍÅÅÍ (a − αb, b) = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ (ii), ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (a − αb, a − αb) 6 0. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ α, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a, b)^2 > (a, a)(b, b). � ìÅÍÍÁ 3.2 ñÄÒÏ ÆÏÒÍÙ (·, ·) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ A ∈ L, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

L_AL_{B3} · · · L_{Bd} V = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË A ∈ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÑÄÒÕ ÆÏÒÍÙ (·, ·). üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ C ∈ L ÉÍÅÅÍ (C, A) =^1_{d!} L_C L_AL_{B3} · · · L_{Bd} V = 0. òÁÓÓÍÏÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ L_AL_{B3} · · · L_{Bd} V . üÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, É ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ ÐÏ ŒÓÑËÏÍÕ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÁÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, A ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÆÏÒÍÙ (·, ·). � ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^d ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ. éÍÅÎÎÏ, ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ R^d ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (´ + a) − ´, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ´. ðÕÓÔØ V | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ R^d ÉÍÅÅÍ L_aV = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÏÂSSÅÍÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ a ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÆÏÒÍÙ (·, ·).

ðÕÓÔØ B | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ´. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄ- ÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3 éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

(i) ñÄÒÏ ÆÏÒÍÙ (·, ·) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó R^d,

(ii) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ A, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ (A, B) = 0, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (A, A) 6 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

âÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ d. ïÓÎÏŒÁÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ (d = 1) ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i). ðÕÓÔØ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË A ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÆÏÒÍÙ (·, ·). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ L_AL_{B2} L_{B3} · · · L_{Bd} V = 0. (1)

íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÔÏÞËÁ.

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1) ÐÏ H_i:

L_AL_{B2} L_{B3} · · · L_{Bd} V^i = 0. (2)

íÎÏÇÏÞÌÅÎ V^i ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (C, D)_i = L_C L_D L_{B3} · · · L_{Bd} V^i. üÔÁ ÆÏÒÍÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÆÏÒÍÁ (·, ·). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÆÏÒÍÅ (·, ·)_i ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

õÓÌÏŒÉÅ (2) ÇÏŒÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ (A, B_2)_i = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (ii), (A, A)_i 6 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, L^2_AL_{B3} · · · L_{Bd} V^i 6 0. (3)

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉËÁ B_2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÏÐÏÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. õÍÎÏÖÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (3) ÎÁ H_i(B_2) É ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÐÏ i. ðÏÓËÏÌØËÕ ∑ H_i(B_2)V^i = L_{B2} V , ÐÏÌÕÞÉÍ:

L^2_AL_{B2} L_{B3} · · · L_{Bd} V 6 0. (4)

ïÄÎÁËÏ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (4) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ A ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÆÏÒÍÙ (·, ·). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ É ŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ (3). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ (A, A)_i = 0. ïÄÎÁËÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ (·, ·)_i ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë B_2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (A, A)_i = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÌÅÖÉÔ Œ

ÑÄÒÅ ÆÏÒÍÙ (·, ·)_i. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ (·, ·)_i Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^i ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÔÏÞÅË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÕ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ L → L^i ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A | ÔÏÞËÁ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ B_2, B_3 . . . , B_d ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË B ÎÅ ŒÙÈÏÄÑ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

B^t_2 = tB + (1 − t)B_2, B^t_3 = tB + (1 − t)B_3, . . . , B^t_d = tB + (1 − t)B_d.

œ ÈÏÄÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ

(C, D)^{(t)} = Vol(C, D, B^t_2, B^t_3, . . . , B^t_d) = 1 d! L_C L_DL_Bt_2 L_Bt_3 · · · L_Bt_d V.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P^t ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ B^t_2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ (·, ·)^{(t)}. æÏÒÍÁ (·, ·)^{(1)} ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P^1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ (·, ·)^{(t)} ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÑÄÒÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ (·, ·)^{(0)} ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P^0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii) ÄÏËÁÚÁÎÏ. �

4 óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ. æÕÎËÃÉÑ, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÏÒÑÄËÁ d ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ d ÍÁÔÒÉÃ, ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. þÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÓÍÅ- ÛÁÎÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÍÅ- ÛÁÎÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍ ÄÉÓËÒÉ- ÍÉÎÁÎÔÏÍ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ (ÉÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ).

îÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A_1, . . . , A_d. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A_i ÞÅÒÅÚ a^1_i , . . . , a^d_i . ðÕÓÔØ det[a_1, . . . , a_d] | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÔÏÌÂÃÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÙ a_1, . . . , a_d. óÍÅÛÁÎÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃ A_1, . . . , A_d ÒÁŒÅÎ

det(A_1, . . . , A_d) = 1 d! ∑ σ2Sd det[a^{σ(1)}_1 , . . ., a^{σ(d)}_d ].

óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ σ ÞÉÓÅÌ 1, . . ., d.

ðÕÓÔØ B, B_2, B_3, . . . , B_d | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, A | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{ æÅÎÈÅÌÑ:

det(A, B, B_2, B_3, . . . , B_d)^2 > det(A, A, B_2, B_3, . . . , B_d) det(B, B, B_2, B_3, . . . , B_d).

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ. üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÞÔÏ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÏÂSSÅÍÙ. éÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÔÏÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÒÁŒÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÍÉÎÏÒÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1 ðÕÓÔØ λ1, . . ., λd | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ det(A, A, . . . , A k , E, E, . . ., E d�k ) = 1 (_d k ) s_k(λ_1, . . . , λ_d),

ÇÄÅ s_k | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ λ_1, . . . , λ_d ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

det(A − λE) = d∑ k=0 (−1)^d�^ks_k(λ_1, . . . , λ_d)λ^d�^k.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ,

det(A − λE) = d∑ k=0 (−1)^d�^k ( d k ) λ^d�^k det(A, A, . . . , A k , E, E, . . ., E d�k ). óÒÁŒÎÉŒÁÑ Œ ÏÂÏÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅ- ÐÅÎÑÈ λ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. �

íÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ: det(A, A, . . . , A k , E, E, . . ., E d�k )^2 > det(A, A, . . ., A k�1 , E, E, . . ., E d�k+1 ) det(A, A, . . . , A k+1 , E, E, . . ., E d�k�1 ), 0 < k < d. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.1, ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ λ_1, . . ., λ_d ÍÁÔÒÉÃÙ A: ( s_k(λ_1, . . . , λ_d) (_d k ) )_2

>^{sk}�^{1(λ1, . . . , λd)}

(_d k�1^) s_{k+1}(λ_1, . . . , λ_d) (_d k+1 ) , 0 < k < d.