œÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ É ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ìÅËÃÉÑ 6

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍ, ÁÎÁÌÏÇÁÍ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ- ŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ. ïÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÏÂSSÅÍÏÍ É ÐÌÏÝÁÄØÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÍÉ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÉÐÁ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÅÒ. äÁÌÅÅ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÐÅÒÍÁÎÅÎÔÙ | ŒÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÏÂSSÅÍÙ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉ- ÍÉÎÁÎÔÙ. üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÐÅÒÍÁÎÅÎÔÙ ÐÏÚŒÏÌÉÌÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÔÁÒÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ Ï ÐÅÒÍÁÎÅÎÔÁÈ ÄŒÁÖÄÙ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ (æÁÌÉËÍÁÎ É åÇÏÒÙÞÅŒ). îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉ- ÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉ- ÎÁÎÔÙ. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÏÄ- ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ É ÌÉÎÅÊÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÊ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ.

1 ïÓÎÏŒÎÙÅ ÍÅÒÙ

ëÒÏÍÅ ÏÂSSÅÍÁ É ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÚÁÍÅÞÁ- ÔÅÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ k ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ W_k(A) = Vol(A, A, . . ., A k , B, B, . . . , B d−k ), ÇÄÅ B | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ. ðÒÉ k = d ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂSSÅÍ, Á ÐÒÉ k = d − 1 | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1/d).

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, Œ ËÁËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÆÕÎËÃÉÉ W_k ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÒÁÍÉ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÊ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ:

ìÅÍÍÁ 1.1 ðÕÓÔØ A, B É C | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∪ B ÔÏÖÅ ŒÙÐÕËÌÏ.

ôÏÇÄÁ

(i) (A + C) ∪ (B + C) = (A ∪ B) + C,

(ii) (A + C) ∩ (B + C) = (A ∩ B) + C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii). îÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ⊆. ðÕÓÔØ x ∈ (A + C) ∩ (B + C). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x = a + c^′ = b + c^{′′}, ÇÄÅ a ∈ A, b ∈ B, c^′, c^{′′} ∈ C. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÚÁÍËÎÕÔÙ, Á ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÙÐÕËÌÏ, ÏÔÒÅÚÏË [a, b], ÌÅÖÁÝÉÊ Œ A ∪ B, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó A ∩ B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α, β ¿ 0, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ α + β = 1 É αa + βb ∈ A ∩ B. îÏ ÔÏÇÄÁ

x = αx + βx = α(a + c^′) + β(b + c^{′′}) = (αa + βb) + (αc^′ + βc^{′′}) ∈ (A ∩ B) + C.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ (A + C) ∩ (B + C) ⊆ (A ∩ B) + C ÄÏËÁÚÁÎÏ. �

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ A_ε ÏÚÎÁÞÁÅÔ ε-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, A_ε = A + εB, ÇÄÅ B | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.2 ðÕÓÔØ A É B | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∪ B ŒÙÐÕËÌÏ. ôÏÇÄÁ

(A ∪ B)_ε = A_ε ∪ B_ε, (A ∩ B)_ε = A_ε ∩ B_ε.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ μ ÎÁ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌÁÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ

A É B, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ A ∪ B ŒÙÐÕËÌÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ μ(A ∪ B) = μ(A) + μ(B) − μ(A ∩ B). ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3 æÕÎËÃÉÑ Wk ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÎÁ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌÁÈ Œ R^d.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÒÁŒÎÑÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ε Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

Vol((A ∪ B)_ε) = Vol(A_ε) + Vol(B_ε) − Vol((A ∩ B)_ε).

óÁÍÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÂSSÅÍÁ É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1.2. �

õËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÅÒ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ —λ_1(x), . . . , —λ_{d−1}(x) ÇÌÁŒÎÙÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ A Œ ÔÏÞËÅ x ∈ ∂A. îÁ- ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ dH_A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÅÌÁ A Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÅ y ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ A, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ∂A, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó y. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ λ_i = —λ_i ∘ dH_A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ É ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÅ y ∈ S^{d−1} ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÇÌÁŒÎÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÅ x ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4 ïÓÎÏŒÎÙÅ ÍÅÒÙ Wk, k < d, ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ É ÇÌÁÄ-

ËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ: W_k(A) = const · ∫ ∂A s_k(λ_1, . . . , λ_{d−1}). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ A | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ. ïÂSSÅÍ ÔÅÌÁ A ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÑ A ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂSSÅÍÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÅÄÅÌÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂSSÅÍÁ ÔÅÌÁ A:

Vol(A) = 1 d ∫ ∂A H_A ∘ G_Avol_{∂A}. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÕÄÏÂÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÓÆÅÒÅ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÇÁÕÓÓÏŒÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ G_A : S^{d−1} → ∂A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÁ G^∗_A(vol_{∂A}) ÒÁŒÎÁ ÆÏÒÍÅ ÏÂSSÅÍÁ ÓÆÅÒÙ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ det(d^2H_A), ÐÏÓËÏÌØËÕ G_A = dH_A, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ dH_A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÅÓÓÉÁÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ H_A. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

Vol(A) = 1 d ∫ Sd�1_⊆Rd� H_A det(d^2H_A)vol.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÀ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ:

Vol(A_1, . . . , A_d) = 1 d ∫ Sd�1 H_{A1} det(dH_{A2} , . . . , dH_{Ad})vol. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ, ÔÏ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ H_B = 1, dH_B = id. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ k < d ÐÏÌÕÞÁÅÍ W_k(A) = Vol(B, B, . . . , B n−k , A, A, . . ., A k ) = ∫ Sd�1 det(id, id, . . ., id n−k−1 , d^2H_A, d^2H_A, . . . , d^2H_A k ). úÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ d^2H_A. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó λ_i. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. � ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÅÒ. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ k = d − 1.

ìÅÍÍÁ 1.5 ïÂSSÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÏÂSSÅÍÁ ÐÒÏ-

ÅËÃÉÉ ÔÅÌÁ A ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ π_H ÐÒÏÅËÃÉÀ ÔÅÌÁ A ÎÁ ÜÔÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ Vol(∂A) = const · ∫ Vol(π_H (A))dH, ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ RP^{d−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. ïÂSSÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉËÁ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÂSSÅÍÏŒ ÅÇÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÕÀ ÇÒÁÎØ` É ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ ÓÒÅÄÎÉÊ ÏÂSSÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÕÓÔØ H | ÔÁËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ h ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë H, Á ÞÅÒÅÚ g | ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë `. ïÂSSÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÇÒÁÎÉ ` ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ÒÁŒÅÎ Vol(H) cos(g, h). þÔÏÂÙ ÕÓÒÅÄÎÉÔØ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ H, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ cos(g, h) ÐÏ h ∈ S^{d−1}. éÎÔÒÅÇÒÁÌ ÏÔ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÒÁŒÅÎ ÄŒÏÊÎÏÍÕ ÏÂSSÅÍÕ ÜËŒÁÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ g). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÉÅ ÏÂSSÅÍÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÇÒÁÎÉ ` ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÏÂSSÅÍÕ ÇÒÁÎÉ `, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ `. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉËÁÍÉ, ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÍÅÒÙ W_k.

ìÅÍÍÁ 1.6 íÅÒÁ Wk, k < d, ÏÔ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÍÅÒÙ Wk

ÏÔ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÅÌÁ A ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÔØ: W_k(A) = const · ∫ W_k(π_H (A))dH. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÒÉ k = d − 1 ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, W_{d−1}(A_ε) = const · ∫ W_{d−1}(π_H (A_ε))dH. ïÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ε. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÒÁŒÎÑÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ε. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ π_H (A_ε) = π_H (A)_ε. �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7 íÅÒÁ Wk ÏÔ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ A ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÏÂSSÅÍÁ

ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÅÌÁ A ÎÁ k-ÍÅÒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, W_k(A) = const · ∫ Vol(π_L(A))dL, ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ŒÓÅÈ k ÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ R^d, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 1.6. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÏ- ÎÑÔÎÏ, ËÁËÕÀ ÉÍÅÎÎÏ ÍÅÒÕ ÎÕÖÎÏ ŒÓÑÔØ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÅÒÉÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÍÅÒÙ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ:

W^2_k (A) ¿ W_{k−1}(A)W_{k+1}(A).

åÓÌÉ A | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ, ŒÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÍÎÏÇÏ ÔÅÏÒÅÍ ÔÉÐÁ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Wk(A)^d ¿ C Vol(A)^k (C | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ

ÔÏÌØËÏ ÏÔ d É k). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÍÅÒÙ W_k (k < d) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂSSÅÍ ÉÍÅÅÔ ÛÁÒ.

2 áÎÁÌÏÇÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ

ïÓÔÁÎÏŒÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÈ, ÁÎÁÌÏÇÁÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A | ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ d. ðÅÒÍÁÎÅÎÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ per(A) = ∑ σ∈Sd a_{1σ(1)} . . . a_{dσ(d)}. ðÕÓÔØ a_1, . . . , a_d | ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R^d. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ per(a_1, . . . , a_d) ÐÅÒÍÁÎÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÔÏÌÂÃÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1, . . . , a_d. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÐÅÒÍÁÎÅÎÔÙ:

per(a_1, a_2, a_3, a_4, . . . , a_d)^2 ¿ per(a_1, a_1, a_3, a_4, . . . , a_d) · per(a_2, a_2, a_3, a_4, . . . , a_d).

úÄÅÓØ ŒÅËÔÏÒÙ a_2, . . ., a_d ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÏË- ÔÁÎÔÕ), Á ŒÅËÔÏÒ a_1 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ.

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ A_i ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ a_i ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÔÏ

per(a_1, . . . , a_d) = det(A_1, . . . , A_d).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ A^′_i ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÄÌÉÎÙ ÒÅÂÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒ a_i, ÔÏ per(a_1, . . ., a_d) = Vol(A^′_1, . . . , A^′_d).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÁÔÒÉÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁ-

ÔÅÌØÎÙ, É ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÒÁŒÎÁ 1. äŒÁÖÄÙ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÐÅÒÍÁÎÅÎÔÙ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÏÃÅÎËÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ŒÁÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1 (æÁÌÉËÍÁÎ, åÇÏÒÙÞÅŒ) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÄŒÁÖÄÙ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÉÍÅÅÔ

ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

per(A) ¿ n! n^n . òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÎÙ 1/n.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ŒÙÓËÁÚÁÎÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÏÍ É ÓÔÏÑÌÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÐÏÞÔÉ 100 ÌÅÔ.

çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ P | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ a ∈ R^n, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ R^n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ φ(t) = P (x + at) ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ d ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÎ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÏÎÕÓ. ôÁËÏÊ ËÏÎÕÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x, y, z) = z^2 −x^2 −y^2 . íÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÎ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅ-

ÎÉÉ a = (a_x, a_y, a_z) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a^2_z −a^2_x −a^2_y > 0. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÎÕÓÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÎÕÓ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ z^2 − x^2 − y^2 > 0, z > 0.

ìÅÍÍÁ 2.2 ðÕÓÔØ C | ËÏÎÕÓ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . ôÏÇÄÁ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ C ËÏÎÕÓ C

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÕÓÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ L_aP .

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ L_aP ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÎ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ a (ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÏÌÌÑ). ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C_a ËÏÎÕÓ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ L_aP , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ a. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ C ⊆ C_a. ðÕÓÔØ b ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÎÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ φ(t) = L_aP (x + bt). îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ d − 1 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ P (x + bt) = 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ L_aP (x + bt) ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÞÔÏ É L_bP (x + bt) (ÉÌÉ ÏÂÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ). ðÕÓÔØ t_1, . . . , t_d | ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x + bt). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÐÒÏÓÔÙÅ. ôÏÇÄÁ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ L_bP (x + bt) ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ É ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ L_aP (x + bt). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ), ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ φ(t) = L_aP (x + bt) ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ d −1 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �

ìÅÍÍÁ 2.3 ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 2, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ b. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ

ŒÅËÔÏÒÁ a ∈ R^n ÉÍÅÅÍ (L_aL_b(P ))^2 ¿ L^2_a(P )L^2_b(P ).

üÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÏÂÒÁÝÅÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÍÅÔÒÉËÉ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ: P | ÜÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ, b | ŒÅËÔÏÒ, ÌÅÖÁÝÉÊ ŒÎÕÔÒÉ ÓŒÅÔÏŒÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ, L_aL_b(P ) = 2P (a, b), L^2_a(P ) = 2P (a), L^2_b (P ) = 2P (b).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.4 ðÕÓÔØ P | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n, C | ËÏÎÕÓ ÇÉ-

ÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ, a_2, . . . , a_d | ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ ËÏÎÕÓÁ C, a_1 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

(L_{a1} L_{a2} L_{a3} L_{a4} · · · L_{ad} (P ))^2 ¿ L_{a1} L_{a1} L_{a3} L_{a4} · · · L_{ad} (P ) · L_{a2} L_{a2} L_{a3} L_{a4} · · · L_{ad}(P ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2.2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ L_{a3} L_{a4} · · · L_{ad} (P ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏ- ÌÉÞÅÓËÉÍ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ a_2. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 2.3. �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5 íÎÏÇÏÞÌÅÎ det (ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÁ-

ÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ A | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ φ(t) = det(X + tA) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÔÁËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ X ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë A) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ. �

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.4 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.4 ÎÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ.

ìÉÎÅÊÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ C^d (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ: ~ = ⨁ p,q6d ~^{p,q} . ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^{p,q} ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ p ÌÉÎÅÊÎÙÈ É q ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^{p,q} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÍÉ ÔÉÐÁ (ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ) (p, q).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÏÒÍÁ ω ÔÉÐÁ (1,1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ

ŒÅËÔÏÒÁ ξ ∈ C^d ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ω(ξ, iξ) > 0. úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2-ÆÏÒÍÁ ω ÉÍÅÅÔ ÂÉÓÔÅÐÅÎØ (1,1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ω ÉÎŒÁ-

ÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ξ, η ∈ C^d ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ω(iξ, iη) = ω(ξ, η). úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (1,1)-ÆÏÒÍÙ ω1 É ω2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓ-

ÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ (∀ξ ∈ C^d ) ω_1(ξ, iξ) = ω_2(ξ, iξ), ÔÏ ω_1 = ω_2.

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ ω | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ (1,1)-ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÅÊÓÔŒÉ-

ÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

• ω | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ (1,1)-ÆÏÒÍÁ.

• œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÆÏÒÍÁ ω ÄÁÅÔ ÆÏÒÍÕ ÐÌÏÝÁÄÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ.

• óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ H, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ω = − Im H. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ (1,1)-ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÁË ω = i 2 ∑ a_{jk}dz_j ∧ d—z_k, ÇÄÅ (a_{jk}) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ (1,1)- ÆÏÒÍÁÍÉ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. œÏÏÂÝÅ, ŒÓÑËÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (1,1)-ÆÏÒÍÁ.

ðÕÓÔØ ˙ | ÆÏÒÍÁ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÓÔÅÐÅÎÉ 2d). ôÏÇÄÁ ˙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÆÏÒÍÅ ÏÂSSÅÍÁ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [˙]. åÓÌÉ A | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á ω | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ (1,1)-ÆÏÒÍÁ, ÔÏ

det(A) = (−1)^{d(d}

�1)_2 [ω ∧ · · · ∧ ω]. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A_1, . . . , A_d | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á ω_1, . . ., ω_d | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ (1,1)-ÆÏÒÍÙ, ÔÏ det(A_1, . . . , A_d) = (−1)^{d(d}

�1)_2 [ω_1 ∧ · · · ∧ ω_d]. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ.

ðÕÓÔØ ω_1, . . . , ω_{n−p−q}, ω_{n−p−q+1} | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ (1,1)-ÆÏÒÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ ˙ = ω_1 ∧ · · · ∧ ω_{n−p−q}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÍÅÛÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^{p,q} ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Q(α, β) = i^{p−q} (−1)^{(n} �p�q)(n�p�q) 2 [α ∧ β ∧ ˙]. üÔÏ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^{p,q} . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P^{p,q} ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^{p,q}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍ α ∈ ~^{p,q}, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ α ∧ ˙ ∧ ω_{n−p−q+1} = 0. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ ÄÌÑ C^d :

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6 óÍÅÛÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍ ÐÒÉÍÉ-

ÔÉŒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ðÒÉ p = q = 1 ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ ω_i ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ, ÉÇÒÁÀÝÉÈ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.