œÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ É ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ìÅËÃÉÑ 7

1 f-ŒÅËÔÏÒ

ïÄÎÏÊ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ŒÁÖÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ f-ŒÅËÔÏÒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ´ | ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Œ R^d. f-ŒÅËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÎÁÚÙ-

ŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (f_0; : : :; f_d), Œ ËÏÔÏÒÏÍ f_i | ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ i. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f_0 | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ, f_1 | ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, Á ÞÉÓÌÏ f_d ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÎÏ 1.

îÅ ŒÓÑËÉÊ ÎÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ f_0; : : :; f_{d−1}; f_d = 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ f-ŒÅËÔÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ f-ŒÅËÔÏÒÁ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ŒÓÅÇÄÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÅÏÒÅÍÅ üÊÌÅÒÁ: ∑ (−1)^if_i = 1:

ôÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÛÁÒÁ ÒÁŒÎÁ 1 (Á ÌÀÂÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÛÁÒÕ). òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÇÒÁÎÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ. ðÏ ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ.

îÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ f-ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÅÔ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÔÉÐÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 (ûÔÅÊÎÉÃ) þÉÓÌÁ f0; f1; f2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ f-ŒÅËÔÏÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÈ-

ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

f_0 − f_1 + f_2 = 2; 4 6 f_0 6 2 3 f_1; 4 6 f_2 6 2 3 f_1:

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f_0 − f_1 + f_2 = 2 | ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ. åÓÌÉ f_0 < 4, ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÍ (ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÁÆÆÉÎÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ). îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f_0 6 2=3f_1 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÚÁÍÅÔÉŒ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ ÐÏ 2 ŒÅÒÛÉÎÙ, Á Œ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒÅÈ ÒÅÂÅÒ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 4 6 f_2 6 2=3f_1 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ ûÔÅÊÎÉÃÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÓÌÏÖÎÅÅ.

œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 4 ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ f-ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ. åÝÅ ÓÌÏÖÎÅÅ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÔÉÐÏŒ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉÐ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÇÒÁÎÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ- ŒÉÔØ ÔÁËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. úÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÎÅ ÒÅÛÅÎÁ ÄÁÖÅ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

2 ðÒÏÓÔÙÅ É ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ d-ÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÏŒÎÏ d ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. ðÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÕÓÔÏÊÞÉŒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÛÅŒÅÌÅ- ÎÉÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÓÌÅÇËÁ ÐÏÛÅŒÅÌÉÔØ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉ |

ÓÉÍÐÌÅËÓÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÐÒÏÓÔÏÍÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÉÃÉ- ÁÌØÎÙÍ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. óÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÕÓÔÏÊÞÉŒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÛÉÎ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÓÌÅÇËÁ ÐÏÛÅŒÅÌÉÔØ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÔÏ ÐÏ- ÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ | ÜÔÏ

ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÒÛÉÎ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ \ÓÏŒÓÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ", ÔÏ ÅÓÔØ É ÐÒÏÓÔÙÅ, É ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ | ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ.

œ ÓÉÌÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÉÍÐÌÉÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ | ÜÔÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÔÅÏÒÉÑ. œÓÑËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ïÄÎÁËÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÅÊ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ, Á Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ | Ó ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÍÉ.

3 óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ{óÏÍÍÅÒŒÉÌÑ

ðÕÓÔØ ´ | ÐÒÏÓÔÏÊ d-ÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Œ R^d.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. F -ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÞÉÓÌÁ ÇÒÁÎÅÊ,

ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ

F (t) = d∑ i=0 f_it^i:

œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ F -ÐÏÌÉÎÏÍ ŒÏÓÓÔÁ- ÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ:

H(t) = F (t − 1) = d∑ k=0 h_kt^k; h_k = ∑ i¿k f_i(−1)^{i−k} ( i k ) : ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÉÓÌÁ h0; : : :; hd ÏÂÒÁÚÕÀÔ h-ŒÅËÔÏÒ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ (ÏÔ ÓÌÏŒÁ \homology" |

ÇÏÍÏÌÏÇÉÑ). úÁÄÁÎÉÅ h-ŒÅËÔÏÒÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ f-ŒÅËÔÏÒÁ. éÍÅÎÎÏ, f-ŒÅËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ h-ŒÅËÔÏÒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

F (t) = H(t + 1); f_i = ∑ k¿i h_k ( k i ) : ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ´ | ÓÉÍÐÌÅËÓ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d. ôÏÇÄÁ

f_i = ( d + 1 i + 1 ) ; i 6 d:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÁÑ i-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ i + 1 ŒÅÒÛÉÎÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ i+1 ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F -ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÒÁŒÅÎ

F (t) = (d + 1) + ( d + 1 2 ) t + ( d + 1 3 ) t^3 + · · · + t^d = (t + 1)^{d+1 −} 1t :

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ H-ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ:

H(t) = F (t − 1) = t^{d+1} − 1 t − 1 = 1 + t +^{· · ·} + t^{d−1} + t^d:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ h-ŒÅËÔÏÒÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ´1 É ´2 | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m É d − m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

œÙÒÁÚÉÍ h-ŒÅËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ´ = ´_1 × ´_2 ÞÅÒÅÚ h-ŒÅËÔÏÒÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ´_1 É ´_2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ k-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ `_1 × `_2 ÇÒÁÎÉ `_1 ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´_1 É ÇÒÁÎÉ `_2 ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´_2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ dim(`_1) + dim(`_2) = k. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

f_k(´_1 × ´_2) = k∑ i=0 f_i(´_1)f_{k−i}(´_2):

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ F -ÐÏÌÉÎÏÍÙ:

F_{Δ1×Δ2} (t) = F_{Δ1} (t)F_{Δ2} (t):

îÏ ÔÏÇÄÁ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓŒÑÚÁÎÙ H-ÐÏÌÉÎÏÍÙ:

H_{Δ1×Δ2} (t) = H_{Δ1} (t)H_{Δ2} (t):

ðÒÉÍÅÒ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ h-ŒÅËÔÏÒ ËÕÂÁ. F -ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÁ I ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ FI (t) =

2 + t, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚÏË ÉÍÅÅÔ 2 ŒÅÒÛÉÎÙ É ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, H_I(t) = 1 + t. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÕÂ I^d ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ d ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, H-ÐÏÌÉÎÏÍ ËÕÂÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

H_Id(t) = (1 + t)^d:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, h-ŒÅËÔÏÒ ËÕÂÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ: h_k = (_d k ) . œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅÍ ÎÁ f-ŒÅËÔÏÒ ÓÌÕÖÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ (ÉÌÉ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÕÖÅ ÐÒÉÍÅÒÎÏ d=2 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÒÅÂÅÒ É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ: f_1 =^{d·f0}_2 . œÓÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁÛÅÌ É ÄÏËÁÚÁÌ óÏÍÍÅÒŒÉÌØ Œ 1927 ÇÏÄÕ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÂÙÌÉ ÒÁÎÅÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÙ äÅÎÏÍ). üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ äÅÎÁ{óÏÍÍÅÒŒÉÌÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1 äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ

h_k = h_{n−k}; h_0 = h_d = 1:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, h-ŒÅËÔÏÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ äÅÎÁ{óÏÍÍÅÒŒÉÌÑ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÉÖÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁ-

ÌÏÇÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ íÏÒÓÁ, ÄÏËÁÚÙŒÁÀÝÅÇÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ äÅÎÁ{óÏÍÍÅÒŒÉÌÑ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØÀ ðÕ- ÁÎËÁÒÅ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ðÕÓÔØ ´ | ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Œ R^d. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ l ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d, ÎÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ôÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÂÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ. œÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÉÎÄÅËÓÁ m (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ l) | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ŒÅÒ- ÛÉÎÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏŒÎÏ m ÒÅÂÅÒ ÉÄÕÔ ŒÎÉÚ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ l, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÜÔÉ ÒÅÂÒÁ, ÕÂÙŒÁÅÔ). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÉÄÕÔ ŒŒÅÒÈ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B(l; m) ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÉÎÄÅËÓÁ m ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÝÅÊ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ l.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2 þÉÓÌÏ B(l; m) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÏÂÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ l É

ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ f-ŒÅËÔÏÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. éÍÅÎÎÏ,

B(l; m) = h_m:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÁ ÉÎÄÅËÓÁ m ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁÛÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÇÒÁÎØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 6 m. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÉÓÌÏ f_i ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÁÖÄÏÊ i-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÅÒÛÉÎÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ l ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÕÀ ÇÒÁÎØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÏÌÕ- ÞÉÍ ŒÅÒÛÉÎÕ ÉÎÄÅËÓÁ m > i. ïÄÎÁËÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÙÈÏÄÉÔ ŒÎÉÚ ÒÏŒÎÏ (_m i ) i-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ i Œ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ´; ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÎÄÅËÓÁ > i; ÐÒÉÞÅÍ ŒÅÒÛÉÎÕ ÉÎÄÅËÓÁ m ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ (_m i ) ÒÁÚ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f_i = ∑ m¿i B(l; m) ( m i ) :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ h-ŒÅËÔÏÒÁ, B(l; m) = h_m. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ B(l; m) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ l. �

óÍÅÎÉÍ ÚÎÁË Õ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ l. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏ B(l; m) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÉÎÄÅËÓÁ m ÐÒÅŒÒÁÔÑÔÓÑ Œ ÔÏÞËÉ ÉÎÄÅËÓÁ d − m. ðÏÜÔÏÍÕ h_m = B(l; m) = B(−l; d − m) = h_{d−m}:

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ{óÏÍÍÅÒŒÉÌÌÑ ÄÏËÁÚÁÎÙ. �

4 õÓÌÏŒÉÑ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ f-ŒÅËÔÏÒ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÎÁ h-ŒÅËÔÏÒ). üÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÂÙÌÉ ŒÙÓËÁÚÁÎÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ íÁËÍÀÌ- ÌÅÎÏÍ Œ 1970 ÇÏÄÕ. ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ) ÄÁÌ óÔÅÎÌÉ Œ 1980. œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÓÌÏŒÉÊ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ (ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÀÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÕ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ). ïÓÎÏŒÎÙÅ ÉÄÅÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÎÉÖÅ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ, ÄÁÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Á É k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ k-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ Á

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a = ( a_k k ) + ( a_{k−1} k − 1 ) + · · · + ( a_i i ) ; a_k > a_{k−1} > : : : > a_i > i > 1:

ìÅÍÍÁ 4.1 äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ Á É k ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ k-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ a. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a_k, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (_{ak} k ) 6 a. åÓÌÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÔÏ k-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (_{ak} k ) < a. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a_{k−1}, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

(_{ak}�_1 k−1 ) 6 a −^{(ak}_k^). äÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ a_{k−1} < a_k. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ (a_{k−1} > a_k), ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

a >^{(ak}_k^) +^{(ak−1}_{k − 1}^) >^{(ak}_k^) +^{( ak}_{k − 1}^) =^{(ak + 1}_k^):

îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÍÕ ŒÙÂÏÒÕ ÞÉÓÌÁ a_k. éÔÅÒÉÒÕÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÏÅ k-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. �

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ a ÚÁÄÁÎÏ ÓŒÏÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ k-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ a = ( a_k k ) + ( a_{k−1} k − 1 ) + · · · + ( a_i i ) ; a_k > a_{k−1} > : : : > a_i > i > 1:

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ @_k ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

@_k(a) = ( a_k + 1 k + 1 ) + ( a_k k ) + · · · + ( a_i + 1 i + 1 ) : ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ | ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÎÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ h_0; : : :; h_d, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÑŒÌÑÌÓÑ h-ŒÅËÔÏÒÏÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ:

• h-ŒÅËÔÏÒ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ äÅÎÁ{óÏÍÍÅÒŒÉÌÑ: h_k = h_{d−k}, h_0 = h_d = 1.

• h-ŒÅËÔÏÒ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÕÎÉÍÏÄÁÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ h-ŒÅËÔÏÒÁ ÄÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏ d=2) ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÂÙŒÁÀÔ:

h_i 6 h_{i+1}; i < d=2:

• ðÏÌÏÖÉÍ g_i = h_i − h_{i−1} ÐÒÉ 0 < i 6 d=2, g_0 = 1 É g_i = 0 ÐÒÉ i > d=2 (ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ g_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ g-ŒÅËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ). ôÏÇÄÁ

g_{k+1} 6 @_k(g_k):

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÁËÏÌÅÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2 (íÁËÏÌÅÊ) ðÕÓÔØ B | ÇÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁÍÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ). ôÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

dimB_{k+1} 6 @_k(dim B_k):

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ g_k ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ g_{k+1} 6 @_k(g_k), ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ g_k = dimB_k.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ ÇÏŒÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ g_k = dimB_k.

5 áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ

ðÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ŒÙÐÕËÌÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÁ- ÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ dimA_k = h_k. œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ìÅÆ- ÛÅÃÁ, ÏÔËÕÄÁ É ŒÙÔÅËÁÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A É ÏÐÉÛÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

ðÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ- ŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÏÂSSÅÍÁ.

ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Di¸ ÁÌÇÅÂÒÕ ŒÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n. åÓÌÉ (x_1; : : :; x_n) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÔÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏ- ÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ^∂_{∂x1} ; : : :;^∂_{∂xn} . ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁ Di¸ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ.

áÌÇÅÂÒÁ Di¸ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ:

Di¸ = ⨁ k∈N^{Di¸k:}

ïÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Di¸_k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÄÅÁÌ I = {¸ ∈ Di¸|¸V = 0}:

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A = Di¸=I. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ

ÚÁÉÍÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ: A = d⨁ k=0 A_k:

ðÒÉ k > d ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ A_k = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÔÅÐÅÎÉ k > d, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÄÁÅÔ 0.

ðÕÓÔØ ¸ ∈ Di¸ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [¸] ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ¸ Œ ÆÁË- ÔÏÒÁÌÇÅÂÒÅ A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1 æÏÒÍÕÌÁ ([¸]; [˛]) = ¸˛V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ Ak ⊗ Ad−k → R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ˛ ∈ A_{d−k} ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ¸ ∈ A_k, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ (¸; ˛) ≠ 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ˛V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¸ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊ Œ 0 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ˛V , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.2 éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ: dimAk = dimAd−k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ´ | ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. áÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÎÁÚÙ-

ŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ´.

îÉÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.3 òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ

ÒÁŒÎÙ dimA_k = h_k.

îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ŒŒÅÄÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ H_i | ÏÐÏÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÐÅ- ÒÁÔÏÒ^∂_{∂Hi} ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÏÐÏÒÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ H_i ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ @_i.

ðÕÓÔØ F | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´^′, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ´. ðÕÓÔØ F^′ | ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÒÁÎÉ F . æÕÎËÃÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ´^′ ÏÂSSÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉ F^′, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ V_F ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ V_F ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÂSSÅÍÁ ÇÒÁÎÉ F .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4 ðÕÓÔØ `1; : : :; `k | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´.

ôÏÇÄÁ

• ÅÓÌÉ `_1 ∩ · · · ∩ `_k = ?, ÔÏ @_1 · · · @_kV = 0,

• ÅÓÌÉ F = `_1 ∩ · · · ∩ `_k | ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, ÔÏ @_1 · · · @_kV = CV_F , ÇÄÅ C | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

âÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ k. ðÒÉ k = 1 ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ: ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, @_1V = V_{Γ1} . ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ k+1 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÕÀ ÇÒÁÎØ `_1; : : :; `_k; `_{k+1}. åÓÌÉ `_1 ∩ · · · ∩ `_k = ?, ÔÏ É ÐÏÄÁŒÎÏ `_1 ∩ · · · ∩ `_k ∩ `_{k+1} = ?. äÁÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ, @_1 · · · @_kV = 0. îÏ ÔÏÇÄÁ É ÐÏÄÁŒÎÏ @_1 · · · @_k@_{k+1}V = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ `_1 ∩ · · · ∩ `_k = F ≠ ?. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ `_1 ∩ · · · ∩ `_k ∩ `_{k+1} = ?. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ `_{k+1} ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË Ó ÇÒÁÎØÀ F . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ÓÍÅ- ÝÅÎÉÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ `_{k+1} ÏÂSSÅÍ F ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, @_{k+1}V_F = 0. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ @_1 · · · @_k@_{k+1}V = 0.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ `_1 ∩ · · ·∩ `_k ∩ `_{k+1} = F ∩ `_{k+1} ≠ ?. ðÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ `_{k+1} Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ F ∩`_{k+1} ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ F ÄŒÉÖÅÔÓÑ Œ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ F ÔÏÖÅ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ (ÎÏ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ F ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ @_{k+1}V_F ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ V_{F ∩Γk+1} . äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ. � ïÐÉÛÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÉÄÅÁÌÁ I, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ŒÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.5 éÄÅÁÌ I ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÉÄÁ:

• L_a, ÇÄÅ a | ÔÏÞËÁ,

• @_1 : : :; @_k, ÇÄÅ `_1 ∩ · · · ∩ `_k = ?.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J ÉÄÅÁÌ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, J ⊆ I. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ J = I.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F = `1 ∩ · · · ∩ `k | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´. íÏÎÏÍÏÍ ÇÒÁÎÉ F ÎÁÚÏŒÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÎÏÍ @_F = @_1 · · · @_k. ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ, Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÏÂSSÅÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ @_F ÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ ÇÒÁÎÉ F Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ.

ìÅÍÍÁ 5.6 œÓÑËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÏ

ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ J ÞÅÒÅÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÇÒÁÎÑÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ. ðÕÓÔØ ÍÏÎÏÍ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÐÏ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÌÉÂÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ J, ÌÉÂÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ (ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.4).

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÔÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ:

¸ = @^{k1}_1 · · · @^{ks}_s ; k_1; : : :; k_s > 0:

îÁÚÏŒÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÍÏÎÏÍÁ ¸ ÞÉÓÌÏ (k_1 −1)+· · ·+(k_s −1). åÓÌÉ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÍÁ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÎÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÔÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ), ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÏÎÏÍÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ J.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k_1 > 1. åÓÌÉ ¸ ∉ J, ÔÏ `_2 ∩ · · · ∩ `_s | ÇÒÁÎØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ O; X ∈ `_2 ∩ · · · ∩ `_s, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ (_1;^{−−→}OX) ≠ 0, ÇÄÅ _1 | ŒÎÅÛÎÑÑ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÇÒÁÎÉ `_1.

ðÒÉÍÅÍ ÔÏÞËÕ O ÚÁ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÕÓÔØ H_i = (_i;^{−−→}OX) | ÏÐÏÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞËÉ X. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚÏË OX ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍ ÇÒÁÎÑÍ `_2; : : :; `_s, ÔÏ H_2 = · · · = H_s = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L = ∑_n i=1 H_i@_i, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ X. éÚ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑ L ≡ 0 (mod J) ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ @_1:

@_1 ≡ 1 H_1 ∑ i≠1 (−H_i)@_i = L_i (mod J):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ @_1; : : :; @_s ŒÈÏÄÑÔ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ Ó ÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_i@^{k1−1}_1 @^{k2}_2 · · · @^{ks}_s

ÒÁŒÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ¸ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ J, ÎÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ J Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ- ÃÉÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÑÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍ 5.3 É 5.5 ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ \ÔÅÏÒÉÉ íÏÒÓÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ". úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÝÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ l ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ´.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÎÉÖÎÅÊ) ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÏÊ, ÅÓÌÉ

ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ l Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ÉÎÄÅËÓÁ k. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ, ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÁ | ÜÔÏ ÇÒÁÎØ, \ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ" ÎÁ ŒÓÅ ÒÅÂÒÁ, ÉÄÕÝÉÅ ŒÎÉÚ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÎÄÅËÓÁ k. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÎÏÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÅ, ÎÁÚÏŒÅÍ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÎÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ.

ìÅÍÍÁ 5.7 ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ak ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÎÙÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÑËÉÊ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ Di¸ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ J.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÇÒÁÎØ ÍÅÎØÛÅ ÄÒÕÇÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ l ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÅÎØÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ l ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÎØ F ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÏÊ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ @_F ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎ ÞÅÒÅÚ ÍÏÎÏÍÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÎØÛÉÍ ÇÒÁÎÑÍ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ J.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ O ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÇÒÁÎÉ F . ðÕÓÔØ `_1, : : :, `_d | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÔÏÞËÕ O, G | ÎÉÖÎÑÑ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÁ, ŒÙÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ O. ôÏÇÄÁ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ G. óÒÅÄÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ `_1; : : :; `_d ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÇÒÁÎØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ F , ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ G. íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÁÎØ | `_1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ @_F = @_G@@_1, ÇÄÅ @ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÎÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÂÒÏ OX = `_2 ∩ · · · ∩ `_d. ðÒÉÍÅÍ ÔÏÞËÕ O ÚÁ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÕÓÔØ H_i = (_i;^{−−→}OX) | ÏÐÏÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞËÉ X. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚÏË OX ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍ ÇÒÁÎÑÍ `_2; : : :; `_d, ÔÏ H_2 = · · · = H_d = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L = ∑_n i=1 H_i@_i, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ X. éÚ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑ L = 0 (mod J) ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ @_1:

@_1 ≡ 1 H_{i1} ∑ i≠i1 (−H_i)@_i = L_i (mod J):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ @_1; : : :; @_d ŒÈÏÄÑÔ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ Ó ÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒ @_G@L_i ÒÁŒÅÎ @_F ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ J. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ ÇÒÁÎÑÍ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ŒÅÒÛÉÎÙ O. îÏ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÍÅÎØÛÅ F . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ŒÙÒÁÚÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ @_F ÞÅÒÅÚ ÍÅÎØÛÉÅ ÇÒÁÎÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ J. �

ìÅÍÍÁ 5.8 óÅÐÁÒÁÔÒÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ (Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ:

¸ = –_1@_{F1} + · · · + –_s@_{Fs} :

íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÏÎÏÍÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÙ F_1; : : :; F_s ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ¸ = 0 Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÕ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÕÀ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ¸. íÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ F_1. ðÕÓÔØ G_1 | \ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÁ", ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ F_1. çÒÁÎØ G_1 ÎÁÔÑÎÕÔÁ ÎÁ ŒÓÅ ÒÅÂÒÁ, ÉÄÕÝÉÅ ŒŒÅÒÈ ÉÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÎÉ F_1.

õÍÎÏÖÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ¸ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÎÏÍ @_{G1} . óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.4, ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÉÄÁ @_{G1} @_{F2} , : : :, @_{G1} @_{Fs} ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ¸ ŒÓÅ ÍÏÎÏÍÙ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÇÒÁÎÑÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´, ÌÅÖÁÝÉÍ ÃÅÌÉËÏÍ ÎÉÖÅ ÇÒÁÎÉ G_1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, G_1 ∩ F_2 = · · · = G_1 ∩ F_s = ?. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ @_{G1} @_{F1} ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ @_{G1} ¸ = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ –_1 = 0. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ. �

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÌÅÍÍ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.3 É 5.5. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÁÍ 5.7 É 5.8, ÂÁÚÉÓ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A_k ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ. îÏ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ŒÅÒÛÉÎ ÉÎÄÅËÓÁ k, ÔÏ ÅÓÔØ h_k. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 5.3.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 5.7, ÁÌÇÅÂÒÁ Di¸=J ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÅÍ ÖÅ ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÞÔÏ É A. ïÄÎÁËÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ A | ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ Di¸=J (ÔÁË ËÁË J ⊆ I), ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ A = Di¸=J. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, J = I, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 5.5.

6 áÎÁÌÏÇ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ìÅÆÛÅÃÁ

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÕÓÌÏŒÉÑ ÕÎÉÍÏÄÁÌØÎÏÓÔÉ: h_1 6 h_2. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÁÌÇÅÂÒÕ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.

ìÅÍÍÁ 6.1 ðÕÓÔØ ´1; : : :; ´d−2 | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ´. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ L_{Δ1} · · · L_{Δd}�_2 ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ A_1 É A_{d−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ áÌÅËÓÁÎÄ- ÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ (A; B) = L_AL_B L_{Δ1} · · · L_{Δd}�_2 (V )

ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó R^d (ÔÏ ÅÓÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ L_a, ÇÄÅ a | ÔÏÞËÁ). ïÄÎÁËÏ A_1 = Di¸_1=R^d. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ (·; ·) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁ A_1. îÏ ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ¸ ∈ A_1 ¸L_{Δ1} · · · L_{Δd}�_2 (V ) ≠ 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ L_{Δ1} · · · L_{Δd}�_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. � óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.2 äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ h1 6 hk ÐÒÉ 1 < k < d − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_{Δ1} · · · L_{Δk}�_1 ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A_1 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A_k. �

ïÂÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÕÎÉÍÏÄÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÓÉÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÆÛÅÃÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.3 ðÕÓÔØ ´1; : : :; ´d−2k | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ´. ôÏÇÄÁ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ L_{Δ1} · · · L_{Δd}�_{2k} ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ A_k É A_{d−k}.

ïÔÓÀÄÁ ÖÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÕ B ÁÌÇÅÂÒÙ A ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ L_Δ, É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g_k = dimB_k.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.3 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ˙ = LΔ_1 · · · LΔ_d�_{2k} . óÍÅÛÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ ÎÁ ËÏÍÐÏ-

ÎÅÎÔÅ A_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

q(¸) = (−1)^k¸^2˙(V ):

óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A_k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍ ¸, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ¸˙L_Δ(V ) = 0.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ{æÅÎÈÅÌÑ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÊ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.4 óÍÅÛÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍ ÐÒÉÍÉ-

ÔÉŒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.3 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÓÀÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ.

7 üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ (‚ips)

ðÕÓÔØ P | ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Œ R^d. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´ Œ R^{d+1} É ÏÂÝÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ l, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔØÀ l = const ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó P . îÁÞÎÅÍ ÐÏÄÎÉÍÁÔØ ÜÔÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏËÁ ÏÎÁ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÓÅÞÅÎÉÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ. ðÕÓÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÏÛÌÁ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÎÉ- ËÁËÉÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÎÁÞÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÅÇËÁ ÐÏÛÅŒÅÌÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ l).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÐÏÄŒÅÒÇÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÅ ÐÏÒÑÄËÁ m, ÅÓÌÉ ÐÒÏÊÄÅÎÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÉÍÅÌÁ ÉÎÄÅËÓ m. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, d-ÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ d + 2 ÔÉÐÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÒÏÅË.

ðÒÉÍÅÒ. ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÐÏÒÑÄËÁ 0 | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÒÏÖÄÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÐÏÒÑÄËÁ d +

1 | ÜÔÏ ÕÎÉÞÔÏÖÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ. ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÐÏÒÑÄËÁ 1 | ÜÔÏ ŒÏÚÎÉËÎÏŒÅÎÉÅ ÎÏŒÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ. ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÅ ÜÔÏÇÏ ÔÉÐÁ \ÏÔÒÅÚÁÅÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁ", ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÒÁÎØ. ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÐÏÒÑÄËÁ d | ÜÔÏ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ Œ ÔÏÞËÕ.

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÐÏÒÑÄËÁ 1 ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.

ðÒÉÍÅÒ. ôÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ËÒÏÍÅ ÕÖÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÒÏÅË ÐÏÒÑÄËÏŒ 0, 1, 3, 4,

ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÕ ÐÏÒÑÄËÁ 2. üÔÁ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 2.

ôÅ ÇÒÁÎÉ (ÐÅÒÅÄÎÑÑ É ÚÁÄÎÑÑ), ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ, ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÕÖÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÂÏËÏŒÙÅ ÇÒÁÎÉ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ, Á ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÌÉÓØ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ É h-ŒÅËÔÏÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1 ðÒÏÓÔÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ Œ ÓÉÍÐÌÅËÓ,

ÄÏÐÕÓËÁÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÒÏÅË.

� � � � �

JJ JJ JJ JJ J

HHH HHH � � � � � HHH HHH JJ JJ J � � HHH � -

òÉÓ. 1: ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÐÏÒÑÄËÁ 1 ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ

P_1 P_2

P_1

P_2 ´´ ´´ ´´ PPPPP

PPPP PPPPPȷȷȷȷȷ @@ @@ @

PPPPP ´´ ´´ ´´ ȷȷ ȷȷȷ

ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷȷ @@ @@ @ HHHj

òÉÓ. 2: ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ

ˇˇ ˇˇ ˇˇ ˇ

@@� � � � �

HHHıııııA AA AA AA AA

� ““ ““ ““ “

òÉÓ. 3: òÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ

� � � PPPP PPPPPııııı@ @@ @@ @@ @@ PPPPP ııııı P

S

òÉÓ. 4: íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P É ÓÉÍÐÌÅËÓ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ P | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ d-ÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ðÏÍÅÓÔÉÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉË Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{d+1}.

íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÌÅÖÁÝÉÍ Œ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. œÏÚØ- ÍÅÍ ÔÏÞËÕ v ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÎÕÓ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ P Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÔÏÞËÅ v (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 3). ôÅÐÅÒØ ÐÏÛÅŒÅÌÉÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ. œÏÚÎÉËÎÅÔ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´, ÎÉÖÎÑÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ P É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ P . íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´ ÚÁÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÀ. � îÅÔÒÕÄÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÂSSÅÍÁ Œ ÈÏÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ. ðÕÓÔØ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉË Q ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÐÏÒÑÄËÁ m. œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ `_1; : : :; `_{d+1} ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P (Œ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÓÅ ÜÔÉ ÇÒÁÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ). üÔÉ ÇÒÁÎÉ ŒÙÓÅËÁÀÔ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ S (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_P , V_Q É V_S ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂSS- ÅÍÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ P , Q É S ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

V_Q = V_P + (−1)^{d−m}V_S : (1) úÁÄÁÞÁ. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) (ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÓÅ ÔÒÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÕÞÁÓÔ-

ŒÕÀÝÉÅ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ).

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂSSÅÍÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÒÁŒÅÎ ’^d, ÇÄÅ ’ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÆÆÉÎÎÙÊ

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ.

æÏÒÍÕÌÁ (1) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÂSSÅÍÁ Œ ÈÏÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÅÒÅ- ÓÔÒÏÊËÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÙ èÏÄÖÁ{òÉÍÁÎÁ. îÁ ÜÔÏÍ É ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.4.