œÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ É ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ìÅËÃÉÑ 8

1 úÁÄÁÞÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÒÁÎÅÊ

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ:

ðÒÏÂÌÅÍÁ. ïÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ f-ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ŒÅÒÛÉÎ (ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ).

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ- ËÏŒ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 íÁËÓÉÍÕÍ f-ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ŒÅÒÛÉÎ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ. íÁËÓÉÍÕÍ f-ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁ- ÎÅÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ÐÏÛÅŒÅÌÉÔØ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ÔÏÌØËÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ (ËÁÖÄÁÑ ÎÅÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÒÁÎØ ÒÁÚÏÂØÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÐÒÏÓÔÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÛÅ- ŒÅÌÉÔØ ŒÓÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÁÒÎÉ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ÔÏÌØËÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÏÓÔÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÒÁÓÐÁÄÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ).

úÁÄÁÞÁ. äÁÊÔÅ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.

õËÁÖÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÓŒÅÒÈÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ:

f_k 6 ( n k + 1 ) . (1)

üÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ (ŒÓÑËÏÊ k-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ (k + 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ŒÅÒÛÉÎ). äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÏÃÅÎËÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó n ÇÉ- ÐÅÒÐÌÏÓËÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ:

f_k 6 ( n d − k ) . (2)

üÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ (ŒÓÑËÏÊ k-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ d − k ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ). äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÏÃÅÎËÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Œ ÏÂÏÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ (1) É (2) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n = d+1). óÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (1) É (2) ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÐÒÉ n > d + 1? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÙŒÁÀÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ (ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ? œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ. ïÄÎÁËÏ Œ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÙŒÁÀÔ. œÏÏÂÝÅ, Œ d-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÑËÉÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ [d/2] ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ [d/2] − 1. ôÁËÉÅ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍÉ.

óÍÅÖÎÏÓÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÞÉÓÌÁ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ŒÅÒÛÉÎ) Œ ÓÌÕÞÁÅ k < [d/2]. ïÄÎÁËÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ f-ŒÅËÔÏÒ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ [d+1/2]+1 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ{óÏÍÍÅÒŒÉÌÑ), ÏÎ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ f_k ÐÒÉ k < [d/2]. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÅ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÅÒÛÉÎ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ f-ŒÅËÔÏÒ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ f-ŒÅËÔÏÒ É

ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ f-ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ f_0 = n. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÄÏ- ËÁÚÁÎÏ íÁËÍÀÌÌÅÎÏÍ Œ 1970 ÇÏÄÕ É ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÐÏÄ ÎÁÚŒÁÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÒÁÎÅÊ (Upper bound theorem).

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÒÁÎÅÊ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏŒÅÍ ÄÕÁÌØÎÏ-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÙÅ [d/2] + 1 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. œÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÕÁÌØÎÏ-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ f-ŒÅËÔÏÒ. üÔÏÔ f-ŒÅËÔÏÒ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ f-ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ f_{d−1} = n.

œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÒÁÎÅÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÕÓÌÏŒÉÑ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ŒÓÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ f-ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÙÈ (ÉÌÉ, ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØ- ÎÙÈ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ. îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÍÁËÓÉÍÕÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ h-ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f-ŒÅËÔÏÒ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ h-ŒÅËÔÏÒÁ ÍÏ- ÎÏÔÏÎÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ,

f_i = ∑ k¿i^{hk} ( k i )

(ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ). íÁËÓÉÍÕÍ h-ŒÅËÔÏÒÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÉÄÁ g_{k+1} 6 ∂_k(g_k) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ŒÏÏÂÝÅ ÂÙŒÁÅÔ, É ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ h_k ÔÁËÏŒÙ: h^{max}_k = ( n − d + k − 1 k ) , k 6 [d/2]. üÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ÄÕÁÌØÎÏ-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ (ÉÌÉ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÈ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ).

œ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÑËÉÊ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌÅÎ, Á ŒÓÑËÉÊ ÄÕÁÌØÎÏ-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÊ ÐÒÏÓÔ. œ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ R^3 ÌÀ- ÂÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ É ÄÕÁÌØÎÏ-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ 0-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, Á ŒÓÑËÁÑ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ ÎÅÐÕÓÔÁ). œÏÏÂÝÅ, ÐÉÒÁÍÉÄÁ ÎÁÄ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÍ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ (ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ ÎÅ- ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ.

îÉÖÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÒÁÎÅÊ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÑ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ.

2 ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

îÉÖÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉËÉ. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÒÅÛÁÀÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ f-ŒÅËÔÏÒÅ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ŒÅÒÛÉÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏŒÉÊ íÁËÍÀÌ- ÌÅÎÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ âÉÌÌÅÒÁ{ìÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ v : R→ R^d | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ t → (t, t^2, . . ., t^d). òÁÓÓÍÏÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË A ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ v(A). åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÃÉËÌÉÞÅËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ C(n, d).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1 ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ d + 1 ÔÏÞËÕ. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ v(A) ÁÆÆÉÎÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

çÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ d. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

α(x) = α_0 + α_1x_1 + α_2x_2 · · · + α_dx_d = 0.

ôÏÇÄÁ ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f_H (t) = α(v(t)) = α_0 + α_1t + α_2t^2 · · · + α_dt^d.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_H ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. ôÏÞËÁ v(t) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f_H (t) = 0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ v(t_1), v(t_2), . . . , v(t_{d+1}) ÁÆÆÉÎÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_H ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 Œ ÔÏÞËÁÈ t_1, . . . , t_{d+1}. îÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 Œ d + 1 ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. �

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ 2 ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2 åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d +1 ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ v(A) ÁÆÆÉÎÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3 ãÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÔÉÐÁ C(d + 1, d) | ÓÉÍÐÌÅËÓ.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 2.4 íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(t) = ∏ a∈A (t − a) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Œ ÔÏÞËÅ t ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ (ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ)

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ t ÌÅÖÉÔ ÞÅÔÎÏÅ (ÎÅÞÅÔÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÉÚ A.

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5 œÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ v(A) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ conv(v(A)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ v(t_0), t_0 ∈ A ÌÅÖÉÔ Œ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË v(t), t ∈ A. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ, ÔÏÞËÁ v(t_0) ÌÅÖÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÅ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ v(t_1), . . ., v(t_{d+1}), t_1, . . . , t_{d+1} ∈ A. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 6 k 6 d + 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(t) = ∏ i≠k (t − t_i) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ Œ ÔÏÞËÁÈ t_0 É t_k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ t_0 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÎÅÊ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ t_k. îÏ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ t_k ÒÏŒÎÏ d − k ËÏÒÎÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, k ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ t_0 ÎÅ ÂÙÌÏ ÓÒÁŒÎÉÍÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 Ó ÞÉÓÌÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ t_k. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. �

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6 œÓÑËÉÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÉ ÏÄÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÏÌÅÅ d ŒÅÒÛÉÎ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ d + 1 ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ. éÔÁË, ŒÓÑËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ d ŒÅÒÛÉÎ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ | ÓÉÍÐÌÅËÓ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ŒÓÅ ÇÒÁÎÉ (ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ) | ÓÉÍÐÌÅËÓÙ. �

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, X ⊆ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÉÄÕ- ÝÉÈ Œ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, X = {1, 3, 4, 7, 8}. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ: {1}, {3, 4}, {7, 8}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊆ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÎÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ðÒÁŒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎ- ÔÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ìÅŒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7 (ëÒÉÔÅÒÉÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ çÅÊÌÁ) ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÁ ÞÉÓÌÏ- ŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, X ⊆ A | d-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ v(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ conv(v(A)) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ conv(v(X)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ v(X). îÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(t) = ∏ x∈X (t − x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÚÎÁËÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A \ X.

îÏ ÔÏÇÄÁ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ É Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. �

ìÅÍÍÁ 2.8 ðÕÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊆ A ÉÍÅÅÔ m ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∪ {x} ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ m − 1 ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÎÅ ÐÒÉÍÙËÁÅÔ ÎÉ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë ÏÄÎÏÊ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, ÔÏ ÜÔÁ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÁ ÓÔÁÎÅÔ ÞÅÔÎÏÊ, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÁËÉÍÉ, ËÁË ÂÙÌÉ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÐÒÉÍÙËÁÅÔ ÓÒÁÚÕ Ë ÄŒÕÍ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÏÌØÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ ÎÅ- ÞÅÔÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ. œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1.

�_{éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ}

ôÅÏÒÅÍÁ 2.9 ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊆ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k 6 d ÔÏÞÅË. íÎÏÖÅÓÔŒÏ v(X) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ conv(v(A)) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (d − k) ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÀÔ 2 ŒÁÖÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.10 ðÕÓÔØ 1 6 k 6 [d/2]. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÅ k ŒÅÒÛÉÎ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÇÒÁÎØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k − 1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

f_{k−1} = ( n k ) . óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.11 ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÔÉÐÁ C(n, d) ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ.

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ C(n, d), ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

ìÅÍÍÁ 2.12 ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ( n − k n − 2k )

2k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X ⊆ A, ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ) ÞÅÔÎÙÅ.

äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÕÀ ÞÅÔÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ É ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.13 þÉÓÌÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ C(n, d) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f_{d−1}(C(n, d)) = μ(n, d) = ( n − [^{d+1}_2 ] n − d ) + ( n − [^{d+2}_2 ] n − d ) . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ d = 2k ÞÅÔÎÏ. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ çÅÊÌÁ, ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ X ⊆ A ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ŒÉÄÏŒ:

• ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÓÞÉÔÁÌÉ.

• œÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÞÅÔÎÙ, Á ÏÂÅ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ | ÎÅÞÅÎÔÙ. ôÏÇÄÁ ŒÙËÉÎÅÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X (É ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X. ðÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X^′, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 2k −2 ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÞÅÔÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. îÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X^′ ÕÖÅ ÐÏÓÞÉÔÁÎÏ.

îÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ.

äÏÐÕÓÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ d = 2k + 1 ÎÅÞÅÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÞÅÔÎÙ, Á ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ (ÌÉÂÏ ÐÒÁŒÁÑ, ÌÉÂÏ ÌÅŒÁÑ) ÎÅÞÅÔÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÕÍÍÁ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. �

úÁÄÁÞÁ. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÄÅÔÁÌÑÈ.

ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ f-ŒÅËÔÏÒÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔŒÅÔ:

f_k = m∑ j=1 n n−j (_{n−j} j )(_j k+1−j ) , d = 2m − 1, m∑ j=0 k+2 n−j (_{n−j} j+1 )(_{j+1} k+1−j ) , d = 2m. úÁÄÁÞÁ. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

3 ìÉÎË ŒÅÒÛÉÎÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ P | ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^d. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ v ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . ðÕÓÔØ H | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÁÑ ŒÅÒÛÉÎÕ v ÏÔ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ∩ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎËÏÍ ŒÅÒÛÉÎÙ v ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . ìÉÎË ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1 ðÕÓÔØ t_0 < t_1 < . . . < t_{n−1}. ðÕÓÔØ P | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ v(t_0), v(t_1), . . . , v(t_{n−1}). ôÏÇÄÁ ÌÉÎË ŒÅÒÛÉÎÙ v(t_0) ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ÔÉÐÁ C(n − 1, d − 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ Q | ÌÉÎË ŒÅÒÛÉÎÙ v(t_0) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ x_0 = ε. œ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÌÉÎËÁ Q ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

x_i(t_k) = t^i_0 + ε t^i_k − t^i_0 t_k − t_0 . íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ t_0 = 0. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎËÁ ÐÒÏÓÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉ- ÑÍÉ ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2 åÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ d ÞÅÔÎÁ, ÔÏ ÌÉÎËÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÔÉÐÁ C(n, d) ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ÔÉÐÁ C(n − 1, d − 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎË ŒÅÒÛÉÎÙ v(t_k). ïÐÑÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ t_k = 0. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ x_d = ε. ðÏÓËÏÌØËÕ d ÞÅÔÎÏ, ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ H ÏÔÄÅÌÑÅÔ ŒÅÒÛÉÎÕ v(0) ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . ìÉÎË ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÛÉÎÙ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x_i(t_j ) = 1 t^{d−j}_j (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H). îÏ ÜÔÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÐÑÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. �

ìÅÍÍÁ 3.3 ðÕÓÔØ ÌÉÎË ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÔÉÐÁ C(n, d) ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎ- ÔÅÎ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ÔÉÐÁ C(n − 1, d − 1). ôÏÇÄÁ nμ(n − 1, d − 1) = dμ(n, d). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÔÉÐÁ C(n, d) ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ. éÈ ÒÏŒÎÏ μ(n − 1, d − 1). ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ ŒÓÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎØ ÍÙ ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ ÒÏŒÎÏ d ÒÁÚ, ÉÂÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÁ ÒÏŒÎÏ d ŒÅÒÛÉÎÁÍ. �

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4 åÓÌÉ d ÎÅÞÅÔÎÏ É n > d + 2, ÔÏ ÎÅ ŒÓÅ ÌÉÎËÉ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ C(n, d) ËÏÍ- ÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ C(n − 1, d − 1).

4 óÍÅÖÎÏÓÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ k ŒÅÒÛÉÎ. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ (k + 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P .

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÑŒÌÑÅÔÓÑ 1-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ. œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 2- ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ. îÏ ÕÖÅ Œ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ) 2-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.

ìÅÍÍÁ 4.1 åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Œ R^d ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ, ÔÏ k 6 d.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: k > d. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ (ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ). éÎÁÞÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ŒÎÕÔÒÉ ÅÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ d, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ k > d ÁÆÆÉÎÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅÒÛÉÎ. îÏ Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2 ãÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË C(n, d) ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ ÐÒÉ k 6 [d/2]. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.10.

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3 óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

• åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ, ÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ j-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ ÐÒÉ 0 < j < k. • ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ k ŒÅÒÛÉÎ, ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ k- ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒŒÏÄÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ k, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ k- ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4 ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ k > [d/2], ÔÏ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉË P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ d+2 ŒÅÒÛÉÎ. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ d+2 ÁÆÆÉÎÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÁÄÏÎÁ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y É Z ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÜÔÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ conv Y É conv Z ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . ïÄÎÁËÏ #(Y )+#(Z) = d +2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, #(Y ) 6 d/2 + 1 6 k ÉÌÉ #(Z) 6 d/2 + 1 6 k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ conv X ÉÌÉ conv Y ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. �

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.5 ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÁÑ ÇÒÁÎØ F ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ 0 6 dim F 6 2k − 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÍÅÖÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË | ÜÔÏ [d/2]-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.6 ðÕÓÔØ d ÞÅÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Œ R^d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÉ- ÃÉÁÌØÎÙÍ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ d > 3 ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ Œ R^d ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÎÅ ÑŒÌÑ- ÀÝÉÊÓÑ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÉÒÁÍÉÄÁ ÎÁÄ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d − 1. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7 ðÕÓÔØ P | k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ôÏÇÄÁ ÌÉÎË ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (k − 1)-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ k − 1 ŒÅÒÛÉÎÕ ÌÉÎËÁ Q ŒÅÒÛÉÎÙ v ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . œÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Q ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÅÂÒÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ v. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÃÙ ÜÔÉÈ ÒÅÂÅÒ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ v. œÍÅÓÔÅ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ v ÏÎÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . îÏ Œ ÓÉÌÕ k-ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉËÁ P . á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Q ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Q. �

5 ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÒÁÎÅÊ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏŒÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÒÁÎÅÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1 íÁËÓÉÍÕÍ f-ŒÅËÔÏÒÁ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ f_0 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÏÍ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÅ). íÁËÓÉÍÕÍ f-ŒÅËÔÏÒÁ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ f_{d−1} ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÄÕÁÌØÎÏ-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ, ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ Ë ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ).

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÏÔÎÏÓÑÝÕÀÓÑ Ë ÐÒÏÓÔÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ). ðÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 5.2 åÓÌÉ ` | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÔÏ h_k(`) 6 h_k(P ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ l ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ P , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÎÉ ` ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ l ÎÁ ÇÒÁÎØ` ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ `. œÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÎÄÅËÓÁ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÁÎÉ ` ÉÍÅÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÉÎÄÅËÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ŒÓÅÇÄÁ ÓÍÏÔÒÉÔ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ l). ïÔÓÀÄÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ h_k(`) 6 h_k(P ). � ìÅÍÍÁ 5.3 åÓÌÉ P | ÄÕÁÌØÎÏ-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ ` É ÞÉÓÌÁ k + 1 6 [d/2] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ h_k(`) = h_k(P ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ l | ÔÁ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ P , ÞÔÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 5.2. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÉÎÄÅËÓÁ k ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÒÁÎÉ `. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: ÎÁÛÌÁÓØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ v ÉÎÄÅËÓÁ k, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ `. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÕ F ŒÅÒÛÉÎÙ v. çÒÁÎØ F ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ d − k, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ k ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ `_1, . . . , `_k. ïÞÅŒÉÄÎÏ, F ∩ ` = ?, ÔÏ ÅÓÔØ `_1 ∩ · · · ∩ `_k ∩ ` = ?. ïÄÎÁËÏ Œ ÄÕÁÌØÎÏ- ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ k + 1 6 [d/2] ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÐÕÓÔÏ. ðÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÅ. �

ìÅÍÍÁ 5.4 äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P Ó n ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

h_{k+1}(P ) 6 n − d + k k + 1 h_k(P ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

îÁÚÏŒÅÍ k-ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÐÁÒÕ (`, x), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ ` É ÅÅ ŒÅÒÛÉÎÙ x, ÉÍÅÀÝÅÊ ÉÎÄÅËÓ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ `. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ k-ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÅÊ I_k ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

I_k = ∑ Γ h_k(`),

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍ ÇÒÁÎÑÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.2 ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ I_k 6 nh_k(P ).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÅÒÛÉÎÁ x ÍÏÖÅÔ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÔØ Œ k-ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÅÅ ÉÎÄÅËÓ ÒÁŒÅÎ k ÉÌÉ k + 1. åÓÌÉ ŒÅÒÛÉÎÁ x ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ k, ÔÏ ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ k-ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ (`, x), ÇÄÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ ` ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÖÎÀÀ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÕ ŒÅÒÛÉÎÙ x. ôÁËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÏŒÎÏ d − k. åÓÌÉ ÖÅ ÉÎÄÅËÓ ŒÅÒÛÉÎÙ x ÒÁŒÅÎ k + 1, ÔÏ ÜÔÁ ŒÅÒÛÉÎÁ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ Œ k-ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÑÈ ŒÉÄÁ (`, x), ÇÄÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÁÑ ÇÒÁÎØ ` ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÕ ÔÏÞËÉ x (ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ` ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÖÎÀÀ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÕ). ôÁËÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÏŒÎÏ k + 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

I_k = (d − k)h_k(P ) + (k + 1)h_{k+1}(P ).

ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ó ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ I_k 6 nh_k(P ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. �

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.5 äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P Ó n ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ

h_k(P ) 6 ( n − d + k − 1 k ) . óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.6 äÌÑ ÄÕÁÌØÎÏ-ÓÍÅÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÐÒÉ k 6 [d/2] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

h_k(P ) = ( n − d + k − 1 k ) . üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.3 É ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 5.4 (ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÅ ÚÁÍÅ- ÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ).

óÌÅÄÓÔŒÉÑ 5.5 É 5.6 (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ äÅÎÁ{óÏÍÍÅÒŒÉÌÑ) ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÒÁÎÅÊ.