œÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ É ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ìÅËÃÉÑ 9

1 âÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ

úÄÅÓØ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒÅÂÎÅÒÁ Œ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ G | ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÐÏÒÑ-

ÄÏÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÊ ŒŒÅÄÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 6, ÞÔÏ (∀a, b, c ∈ G) a 6 b =⇒ a + c 6 b + c. õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ 6 ÌÉÎÅÊÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1 ðÏÌÕÇÒÕÐÐÕ Z^n¿_0 ÍÏÖÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ | ŒŒÅÓÔÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË. œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ | ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ w Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁÄ Q, É ÐÏÌÏÖÉÔØ a 6 b Œ Z^n¿_0, ÅÓÌÉ (a, w) 6 (b, w). � ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÄÅÁÌÏÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ⊆ G, ÞÔÏ a ∈ I, b ∈ G =⇒ a + b ∈ I. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ J ⊆ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ G − J | ÉÄÅÁÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊆ G ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ-

ÖÄÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1, . . . , a_n ∈ I, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

I = (a_1 + G) ∪ · · · ∪ (a_n + G).

üÌÅÍÅÎÔÙ a_1, . . . , a_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁ I.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2 ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Z^n¿_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ (ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÇÒÕÐÐÅ Z^n¿_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉ-

ÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏËÔÁÎÔÏŒ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

âÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ I | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ Z^n¿_0. óÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Z^{n−1} (ÜÔÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁË ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌØÎÕÀ). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÄÅÁÌ Œ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ Z^{n−1}¿_0 . ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b_1, . . . , b_k ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ïÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞÅË a_1, . . ., a_k ∈ I. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ c | ÍÁËÓÉÍÕÍ ŒÙÓÏÔ ÔÏÞÅË a_1, . . . , a_k. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÄÅÁÌÁ, ŒÙÓÏÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ > c, ÌÅÖÁÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÏËÔÁÎÔÏŒ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÍÉ a_i. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÉÄÅÁÌÁ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏÅŒ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÏÅŒ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ. �

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ K | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ. óÏ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ G ÓŒÑÚÁÎÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÁÑ

ÁÌÇÅÂÒÁ K[G], ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÉÄÁ ∑ g∈G λ_g g. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÁÍÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K[G]. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÏ- ŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ G (ÔÅÐÅÒØ ÜÔÕ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÄÏÂÎÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ), ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ K[G].

ðÒÉÍÅÒ. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x1, . . . , xn] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Z^n¿_0. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ G | ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

çÒÅÂÎÅÒÁ Grb : (K[G] − 0) → G, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ α ∈ K[G] − 0 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G, ŒÈÏÄÑÝÉÊ Œ α Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ g ∈ G ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Grb(gα) = g + Grb(α).

ëÁÖÄÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I Œ ÁÌÇÅÂÒÅ K[G] ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ:

• çÒÅÂÎÅÒÏŒÓËÉÊ G-ÉÄÅÁÌ Grb(I − 0) (ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ Œ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ G),

• çÒÅÂÎÅÒÏŒÓËÉÊ G-ËÏÉÄÅÁÌ | ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÇÒÅÂÎÅÒÏŒÓËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ (ÜÔÏ ËÏÉÄÅÁÌ Œ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ G), • çÒÅÂÎÅÒÏŒÓËÉÊ ËÏÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ K[G] | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ K[G], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÇÒÅÂÎÅÒÏŒÓËÉÍ G-ËÏÉÄÅÁÌÏÍ.

ðÕÓÔØ I | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ K[G].

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3 áÌÇÅÂÒÁ K[G] ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÉÄÅÁÌÁ

I É ÅÇÏ ÇÒÅÂÎÅÒÏŒÓËÏÇÏ ËÏÉÄÅÁÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ L | ÇÒÅÂÎÅÒÏŒÓËÉÊ ËÏÉÄÅÁÌ ÉÄÅÁÌÁ I. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, I ∩ L = {0}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ K[G]. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a ∈ I + L. åÓÌÉ a ∈ L, ÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. éÎÁÞÅ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a = ∑ g∈G λ_g g ŒÈÏÄÑÔ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÅ- ÂÒÅÒÏŒÓËÏÇÏ G-ÉÄÅÁÌÁ Grb(I − 0). ðÕÓÔØ g | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ çÒÅÂÎÅÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ I. œÙÞÉÔÁÑ b ÉÚ a Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Grb(I − 0), ŒÈÏÄÑÝÉÊ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÍÙ ÉÚÂÁŒÉÍÓÑ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ŒÏÏÂÝÅ ÏÔ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ Grb(I − 0), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ L. �

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4 ðÕÓÔØ I1 É I2 | ÔÁËÉÅ ÉÄÅÁÌÙ ÁÌÇÅÂÒÙ K[G], ÞÔÏ I1 ⊆ I2 É ÇÒÅÂÎÅÒÏŒÓËÉÅ G-

ÉÄÅÁÌÙ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1 É I_2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÏÇÄÁ I_1 = I_2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5 üÌÅÍÅÎÔÙ ÉÄÅÁÌÁ I ⊆ K[G] ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÅÂÎÅÒÏŒÓËÉÊ G-ÉÄÅÁÌ ÉÄÅÁÌÁ I.

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Z^n¿_0 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ, ÎÏ É ÄÁÅÔ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. âÁÚÉÓÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ çÒÅÂÎÅÒÁ. âÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÐÏÌÅÚÎÙ É Œ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ É Œ ÔÅÏÒÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÍÉ).

2 æÕÎËÃÉÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ É ÒÑÄÙ ðÕÁÎËÁÒÅ

æÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ É Ô.Ä.).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ V =^{⨁∞}_{k=0} Vk | ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ŒÓÅ

ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ V_k ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ. æÕÎËÃÉÑ H(k) = dim V_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÌÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÕÓÔØ X = ⨁_∞ k=0 X_k | ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ X_k ËÏÎÅÞÎÙ. ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ H(k) = #X_k ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X.

ðÒÉÍÅÒ. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ G = Z^n¿_0 ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ G =^⨁ Gk, ÇÄÅ Gk ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (x_1, . . . , x_n), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ∑ x_i = k. æÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ G ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ H(k) = ( n + k − 1 n − 1 ) = ( n + k − 1 k ) .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ K[G] ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉ- ÒÏŒËÕ ÉÚ G. æÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ K[G] ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ G.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÄÅÁÌ I ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÞÔÏ x ∈ I

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ.

ðÕÓÔØ G | ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1 æÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÙ K[G]/I ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K[G] ÐÏ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÁ G-ËÏÉÄÅÁÌÁ ÉÄÅÁÌÁ I.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÅÒ- ŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[Z^n¿_0] ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ: ËÏÉÄÅÁÌÏŒ ÇÒÕÐÐÙ Z^n¿_0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÑÄÏÍ ðÕÁÎËÁÒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÆÕÎËÃÉÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ:

P (t) = ∞∑ k=0 H(k)t^k. ðÒÉÍÅÒ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÔ

ŒÉÄ 1/(1 − t)^n.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2 ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÅÒ-

ŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÒÁŒÅÎ

P (t) = g(t) (1 − t)^s , ÇÄÅ g(t) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Á s 6 dim A_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n = dim A_1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I. ôÏÇÄÁ, Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1, ÆÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ Z^n¿_0-ËÏÉÄÅÁÌÁ M ÉÄÅÁÌÁ I. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÉÄÅÁÌ M ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÄŒÉÎÕÔÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÔÁÎÔÏŒ (ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ | Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÕÌØÍÅÒÎÙÈ). æÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÉÄÅÁÌÁ M ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÔÁÎÔÏŒ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ M .

æÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÏËÔÁÎÔÁ Z^m¿_0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ H(k) = (_{m+k−1} m−1 ) . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ ÒÁŒÅÎ

P (t) = ∞∑ k=0 ( m + k − 1 m − 1 ) t^k = 1 (1 − t)^m . óÄŒÉÇ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÏËÔÁÎÔÁ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ t^l. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÉÄÅÁÌÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ t^l/(1−t)^m. ðÒÉŒÅÄÑ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. �

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ´ | ÐÒÏÓÔÏÊ d-ÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

R[x1, . . . , xn] ÏÔ n = fd−1(´) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, . . . , xn, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ-

ŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ `_1, . . . , `_n ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍÁÍÉ x_{i1} · · · x_{ik} , ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ `_{i1} ∩ · · ·∩ `_{ik} = ?. ëÏÌØÃÏ ÇÒÁÎÅÊ (ÉÌÉ ËÏÌØÃÏ óÔÅÎÌÉ{òÅÊÚÎÅÒÁ) ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3 òÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ ËÏÌØÃÁ ÇÒÁÎÅÊ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

P (t) =

H_Δ(t) (1 − t)^d , ÇÄÅ H_Δ(t) | H-ÐÏÌÉÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ F | k-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´. çÒÁÎØ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ: F = `_{i1} ∩ · · · ∩ `_{id}�_k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_F ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÓÅÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ŒÉÄÁ x^{α1}_{i1} · · · x^{αd}�^k_{id}�_k , ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ ŒÓÅ α_i > 0. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ´ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ (ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ) Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ⨁ V_F ÐÏ ŒÓÅÍ ÇÒÁÎÑÍ F ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ ËÏÌØÃÁ ÇÒÁÎÅÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P (t) = ∑ P_F (t), ÇÄÅ P_F (t) | ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_F .

ðÕÓÔØ F | ÇÒÁÎØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_F ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (ËÁË ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ d−k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÄŒÉÎÕÔÏÍÕ ÎÁ d−k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P_F (t) = t^{d−k}/(1 − t)^{d−k} É P (t) = d∑ k=0 f_kt^{d−k} (1 − t)^{d−k} = ∑_d k=0 f_kt^{d−k}(1 − t)^k (1 − t)^d . þÉÓÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ d∑ k=0 f_kt^{d−k}(1 − t)^k = t^d d∑ k=0 f_k ( 1 t − 1 )_k = t^dH(1/t). ïÄÎÁËÏ, Œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ äÅÎÁ{óÏÍÍÅÒŒÉÌÑ, t^dH(1/t) = H(t). ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �

3 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ íÁËÏÌÅÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2 ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. îÏ ÏÎÁ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÐÅÒŒÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ ðÕÁÎËÁÒÅ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÒÑÄ ðÕÁÎ- ËÁÒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÌ ÓÏÂÏÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ (1 − t)^s. îÏ ÅÓÌÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ÒÑÄÕ ÐÒÉÂÁŒÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÒÑÄÁ ðÕÁÎËÁÒÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ), ÔÅÏÒÅÍÁ 2.2 ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏŒÏÇÏ. ïÄ- ÎÁËÏ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÑÄÏÍ ðÕÁÎËÁÒÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÒÑÄÙ ðÕÁÎËÁÒÅ) ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1 (íÁËÏÌÅÊ) ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ,

ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. æÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ H(k + 1) 6 ∂_k(H(k)) ÐÒÉ k > 1. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅ- ÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ H(k) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁ- ËÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÔÏ H(k) = dim A_k.

ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ Z^n¿_0-ËÏÉÄÅÁÌ. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÆÕÎË- ÃÉÀ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÉÄÅÁÌÁ M .

ðÕÓÔØ < ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ Z^n¿_0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_1, . . ., e_n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ.

äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m = (m_1 , . . ., m_n) ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Z^n¿_0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ deg m = m_1 + · · · + m_n. æÕÎËÃÉÑ deg ÚÁÄÁÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Z^n¿_0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Z^n¿_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÐÌÏÔÎÅÎÎÙÍ (compressed), ÅÓÌÉ

ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m^′ ∈ Z^n¿_0, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ deg m^′ = deg m É m^′ < m, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ m^′.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ∂_k.

ìÅÍÍÁ 3.2 ðÕÓÔØ M | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÐÌÏÔÎÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Z^n¿_0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ∂M = {m + e_i| m ∈ M, 1 6 i 6 n}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ∂M ÕÐÌÏÔÎÅÎÏ É #(∂M )_{k+1} = ∂_k(#M_k).

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÌÅÍÍÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3 æÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ŒÓÑËÏÇÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÎÏÇÏ ËÏÉÄÅÁÌÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Z^n¿_0 ÕÄÏŒÌÅ-

ÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ H(k + 1) 6 ∂_k(H(k)) ÐÒÉ k > 1. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ H(k) ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÐÌÏÔÎÅÎÎÙÊ ËÏÉÄÅÁÌ M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H(k) = #M_k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÉÄÅÁÌÏÍ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ∂M ⊇ M . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÕÐÌÏÔÎÅÎÎÏÇÏ ËÏÉÄÅÁÌÁ M ÉÍÅÅÍ #M_{k+1} 6 #(∂M )_{k+1} = ∂_k#M_k.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ H | ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ H(k + 1) 6 ∂_kH(k). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_k ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÙÈ H(k) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (ÏÞÅŒÉÄÎÏ) ÕÐÌÏÔÎÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M = ⋃ M_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÉÄÅÁÌÏÍ. � ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁËÏÌÅÑ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4 œÓÑËÉÊ ËÏÉÄÅÁÌ M ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Z^n¿_0 ÍÏÖÎÏ ÕÐÌÏÔÎÉÔØ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÊ-

ÄÅÔÓÑ ÕÐÌÏÔÎÅÎÎÙÊ ËÏÉÄÅÁÌ M^′ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÅÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÞÔÏ É M .

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ, ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÒÉ- ŒÅÄÅÎÎÏÅ íÁËÏÌÅÅÍ, ÓÌÏÖÎÏ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ. íÁËÏÌÅÊ ÞÅÓÔÎÏ ÐÒÉÚÎÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ:

\Note: This proof of the theorem which has been assumed earlier is given only to place it on record. It is too long and complicated to provide any but the most tedious reading."

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁ- ÔÏÒÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ. ïÄÎÁËÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ŒÓÅ ÖÅ ÅÝÅ ÎÅ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÓÔÏÉÌÏ ÚÄÅÓØ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ.

4 ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ âÉÌÌÅÒÁ{ìÉ

âÉÌÌÅÒÁ É ìÉ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÑŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, h-ŒÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÜÔÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ. îÉÖÅ ÏÐÉÓÁÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ âÉÌÌÅÒÁ{ ìÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÍÙ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ ŒÉÄÕ ÉÈ ÔÅÈÎÉÞÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ´ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ðÒÏÅËÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ x ∉ ´ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎË ŒÅÒÛÉÎÙ x Œ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ conv(´ ∪ {x}). ðÒÏÅËÃÉÑ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÁ ´ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ x ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÅÎØÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÅÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ´ (ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÏÓŒÅÝÁÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ x.

õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÊ h-ŒÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÎÁ- ÞÁÌÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. úÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÏÞËÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÅÅ ÂÙÌÉ ŒÉÄÎÙ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. ðÒÏÅËÃÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ.

ðÕÓÔØ h_0, . . ., h_d | ÎÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ íÁËÍÀÌ- ÌÅÎÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁ g_0 = 1, g_1 = h_1 − h_0, . . . ÔÁË ÖÅ, ËÁË g-ŒÅËÔÏÒ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ h-ŒÅËÔÏÒÕ. åÓÌÉ g_1 = 0, ÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÊ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ, g_i = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i > 0. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ h_i = 1 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ h_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ h-ŒÅËÔÏÒÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g_1 > 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [n] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {1, 2, . . ., n}. äÁÌÅÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ V_d = {1}, ÅÓÌÉ d ÞÅÔÎÏ, É V_d = {1, 2}, ÅÓÌÉ d ÎÅÞÅÔÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ŒÓÅÈ (d + 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ A ⊆ [g_1 + d + 1], ÔÁËÉÈ ÞÔÏ V_d ⊆ A, É A − V_d ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∈ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É, Œ ÓÉÌÕ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ çÅÊÌÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÕÀ ÇÒÁÎØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ C(g_1 + d + 1, d + 1). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ Z^{g1}¿_0 ËÁË ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ x_1, . . . , x_{g1} (ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÏÐÒÅÒÁÃÉÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÏŒ). ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ x_0 = 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ α : E → Z^{g1}¿_0 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ A ∈ E. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ α_i(A) ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [g_1 + d +1], ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ A, ÓÔÏÑÝÉÈ ÐÅÒÅÄ 2i-ÙÍ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A − V_d. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

α(A) = x_{α1(A)}x_{α2(A)} . . . x_{α[d=2](A)}.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ α ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ E É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 6 [d/2].

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍ íÁËÍÀÌÌÅÎÁ ÎÁ ÞÉÓÌÁ h_0, . . . , h_d, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÐÌÏÔÎÅÎÎÙÊ ËÏÉÄÅÁÌ M ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Z^{g1}¿_0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g_i = #M_i. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, #M_i = 0 ÐÒÉ i > [d/2]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚ B = α^{−1}(M ) ⊆ E. íÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ C(g_1 + d + 1, d + 1).

ôÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÁ âÉÌÌÅÒÁ{ìÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ. îÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ p ŒÎÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ C(g_1 + d + 1, d + 1), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÉÄÎÙ ŒÓÅ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ B É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. ðÒÏÅËÃÉÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ C(g_1 + d + 1, d + 1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ p ÉÍÅÅÔ h-ŒÅËÔÏÒ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ h_i.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.