õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 13 ÄÅËÁÂÒÑ

ðÕÓÔØ A | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ:

Á) ËÏÎÅÞÎÏÐÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k;

Â) ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ŒÎÅÛÎÅÊ k-ÁÌÇÅ- ÂÒÏÊ ~;

Œ) ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Z[G] ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÕÓÔØ I ⊂ A | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á) ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ, Â) ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ, Œ) ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ; Â) ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ;

Œ) ËÏÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ A/I c ÔÅÍÉ ÖÅ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ, ÞÔÏ É A; ÄÁÌÅÅ, Hom_{A/I} (X, Y ) ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ Hom_A(X, Y ) ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ, ÐÒÏÐÕÓËÁÀÝÉÈÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂSSÅËÔ I. ðÕÓÔØ DI ⊂ D^b(A) | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (ËŒÁ- ÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁÍ) ÏÂSSÅËÔÏŒ I. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÁË- ÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÑ D^b(A)/DI. œÌÏÖÅÎÉÅ A → D^b(A) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ˘ : A/I → D^b(A)/DI. îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ K^• ∈ D^b(A) ÎÁÊÄÅÔÓÑ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ K^•[n] ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ ˘. õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÕÓÔØ K^• → I^• | (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÐÒÁŒÁ) ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ. ðÕÓÔØ n ≫ 0 É X =Ker(d : I^n → I^{n+1}). ôÏÇÄÁ K^•[n] ≃ ˘(X).

3. æÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ T : K^• → K^•[1] ÎÁ D^b(A), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÀ D^b(A)/DI. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ T : A/I → A/I ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ˘T = T ˘. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÌÏÖÉÍ X ∈ A Œ I ∈ I É ÐÏÌÏÖÉÍ T X := Y = I/X. îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ.

Á) ðÕÓÔØ 0 → X → I^′ → Y^′ → 0 | ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÙ u : I → I^′ É v : Y → Y^′, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó id: X → X;

Â) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ u^′, v^′ Ó ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÒÁÚÙ v É v^′ Œ Hom_{A/I} (Y, Y^′) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Y É Y^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ Œ A/I;

Œ) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÆÕÎËÔÏÒ T : A/I → A/I ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ T X = Y (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÅÇÏ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ), É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˘T = T ˘;

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T : A/I → A/I | ÁŒÔÏÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. õËÁÚÁ- ÎÉÅ: ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → T^{−1}X → I^′ → X → 0.

4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Œ A/I ÔÁË, ÞÔÏÂÙ˘ ÐÅÒÅŒÏÄÉÌ ÉÈ Œ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Œ D^b(A)/DI. ðÕÓÔØ s : X → Z, É 0 → X → I → T X → 0. ðÕÓÔØ C | ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ I É Z ÎÁÄ X, É t : I → C, r : Z → C | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ w : C → T X, ÄÅÌÁÀÝÉÊ

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ I −−−→ T X t ? y id ? y C^w−−−→ T X âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÂÒÁÚÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ X^s−−−→ Z^r−−−→ C^w−−−→ T X Œ A/I É ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÍ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˘ ÏÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÙÄÅÌÅÎ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˘ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ Á) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ; Â) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. 6. œ ÓÌÕÞÁÅ Œ) ÐÕÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÉÅ M → N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÑ- ÍÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÂÙÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G (Ô.Å. Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ). ôÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Z-ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÓÀÒSSÅËÃÉÑ X → Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÂÙÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G, Ô.Å. Z-ÒÁÓÝÅÐÉÍÁ. ðÕÓÔØ I ∈ I. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ M → I ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ N → I; Â) ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ I → Y ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ I → X; Œ) ŒÓÑËÉÊ M ∈ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ Z-ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ M → I^• (Ô.Å. I^i ∈ I É ŒÌÏÖÅÎÉÅ Im(d_i) Œ I^{i+1} Z-ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ), É ÔÁËÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ.

7. ðÕÓÔØ I^∞ | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÏÞÎÙÈ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ) ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÉÚ I Ó ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ; Œ ÓÌÕÞÁÅ Œ) ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÏÍÐÌÅËÓ ÂÙÌ Z-ÒÁÓÝÅÐÉÍ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÉÚ I^∞, ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÇÏ ÎÕÌÀ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ Á){Œ).

8. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÕ I^• ∈ I^∞ ÑÄÒÏ Ker(d_0 : I^0 → I^1). a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ Ker(d_0) Œ A/I ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ¯ : I^∞ → A/I;

Â) äÌÑ X ∈ A ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÁŒÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ X^ε→ I^0 → I^1 → . . . É ÌÅŒÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ . . . → J^{−2} → J^{−1 ϵ}→ X[1] É ÓÒÁÓÔÉÍ ÉÈ Œ ËÏÍÐÌÅËÓ . . . → J^{−1 ε∘ϵ}→ I^0 → I^1 → . . .. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ A/I Œ I^∞;

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ Â) É ¯ | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ôÜÊÔÁ ÍÏÄÕÌÑ X ∈ A | ÜÔÏ ⊕_{n∈}ZHom_{A/I} (k, T^nX) Œ ÓÌÕÞÁÑÈ Á), Â) É ⊕_{n∈}ZHom_{A/I} (Z, T^nX) Œ ÓÌÕÞÁÅ Œ). 10. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ^H^{−2}(G, Z) = H_1(G, Z) = G/[G, G]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Res: G/[G, G] → H/[H, H] ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐ: Hom(H, C^∗) →Hom(G, C^∗) : χ → det(Ind^G_H χ)/ det(Ind^G_H C) (ÔÒÁÎÓÆÅÒ).

11. ðÕÓÔØ H ⊂ G | ÓÉÌÏŒÓËÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ðÕÓÔØ ^H^q_{(p)}(G, M) ⊂ ^H q(G, M) | p-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ (Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ). äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Res: ^H^q_{(p)}(G, M) → ^H^q_{(p)}(H, M) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ.