õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 8 ÎÏÑÂÒÑ

1. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z-ÍÏÄÕÌÉ Q/Z É R/Z ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ; Â) ðÕÓÔØ Q | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J ⊂ A ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ϕ : J → Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ϕ : A → Q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ;

Œ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ A-ÍÏÄÕÌØ A^∨ := HomZ(A, R/Z), af(x) := f(xa) ÄÌÑ a ∈ A, f ∈ A^∨. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^∨ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ;

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ M ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒ- ÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÕÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ M Œ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ) ÍÏÄÕÌÅÊ A^∨ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˝A^∨ ÉÎSSÅË- ÔÉŒÅÎ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 0 → F → G → H → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÐÕÞËÏŒ, É F, H | ÐÕÞËÉ, ÔÏ G ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ.

3. äÌÑ ÐÕÞËÏŒ F, G ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÅÄÐÕÞÏË H = Hom(F, G) ËÁË H(U) = Hom(F|_U, G|_U ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ.

4. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ; F | ÐÕÞÏË ÎÁ X, a G | ÐÕÞÏË ÎÁ Y . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^{−1}f_∗F → F É G → f_∗f^{−1}G É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f^{−1} ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ f_∗.

5. ðÕÞÏË F ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÑÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ `(X, F) → `(U, F) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÕÞÏË ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÑÌÙÊ ÐÕÞÏË, É ÞÔÏ ŒÓÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÕÞËÉ ŒÑÌÙÅ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 0 → F → G → H → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ, É F ŒÑÌÙÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → `(U, F) → `(U, G) → `(U, H) → 0 ÔÏÞÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ F É G ŒÑÌÙÅ, ÔÏ É H ÔÏÖÅ ŒÑÌÙÊ.

7. ðÕÓÔØ X ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏ (Ô.Å. Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ). ðÕÞÏË F ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÑÇ- ËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Z ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ `(X, F) → `(Z, F) Œ ÒÏÓÔËÉ F ÎÁ Z ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÏÊ ŒÑÌÙÊ ÐÕÞÏË ÍÑÇÏË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 0 → F → G → H → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ, É F ÍÑÇËÉÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÇÏ Z ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → `(Z, F) → `(Z, G) → `(Z, H) → 0 ÔÏÞÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ F É G ÍÑÇËÉÅ, ÔÏ É H ÔÏÖÅ ÍÑÇËÉÊ.

8. ðÕÓÔØ s | ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ F ÎÁ X, Á (U_α) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÓÅÞÅÎÉÑ s, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÍ ÐÏËÒÙÔÉÀ (U_α), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ s_α ÐÕÞËÁ F ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ V_α ⊂ U_α, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÅÎ (Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÏÓÔËÏŒ (s_α)_x ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 0), É s_x = P(s_α)_x ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ x ∈ X. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á F ÍÑÇËÉÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s ∈ `(X, F) É ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ (U_α) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ s, ÐÏÄÞÉ-

ÎÅÎÎÏÅ (U_α). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÑÇËÉÍ ÐÕÞËÏÍ ËÏÌÅÃ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÕÞÏË F-ÍÏÄÕÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÑÇËÉÍ.

9. ðÕÞÏË F ÎÁ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏÍ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÎËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ Z, Y ⊂ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ϕ : F → F, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÊ ÎÕÌÅŒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ Z É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Y . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÔÏÎËÉÊ ÐÕÞÏË ÍÑÇÏË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÔÏÎÏË ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Hom(F, F) ÍÑÇÏË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ (Á ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÉÈ) ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÔÏÎÏË.

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÑÌÏÓÔÉ, ÍÑÇËÏÓÔÉ É ÔÏÎËÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÞÏË F ÎÁ X ŒÑÌÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ F|_U ŒÑÌ.