õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 8 ÎÏÑÂÒÑ

1. Á) ðÕÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ ÍÑÇËÉÈ ÐÕÞËÏŒ 0 → F_0 → F_1 → F_2 → . . . ÔÏÞÅÎ (ÁÃÉËÌÉÞÅÎ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → `(X, F_0) → `(X, F_1) → `(X, F_2) → . . .;

Â) ðÕÓÔØ F | ÍÑÇËÉÊ ÐÕÞÏË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H^i(X, F) = 0 ÐÒÉ i > 0. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, R`(X, F) = `(X, F).

ãÅÌØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ: ÐÕÓÔØ K^• = 0 → F_0 → F_1 → F_2 → . . . | ËÏÍÐÌÅËÓ ÍÑÇËÉÈ ÐÕÞËÏŒ. ôÏÇÄÁ R`(K^•) = 0 → `(X, F_0) → `(X, F_1) → `(X, F_2) → . . ..

2. ðÕÓÔØ 0 → F → G → H → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ, É F → I^•_F , G → I^•_G , H → I^•_H | ÉÈ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. ôÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ 0 → I^•_F → I^•_G → I^•_H → 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ . . . . . .

0 −−−→ I^1_F −−−→ I^1_G −−−→ I^1_H −−−→ 0

0 −−−→ I^0_F −−−→ I^0_G −−−→ I^0_H −−−→ 0

0 −−−→ F −−−→ G −−−→ H −−−→ 0

0 0 0

Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ F → I^•_F , H → I^•_H. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ G → I^•_G , ŒËÌÀÞÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → I^•_F → I^•_G → I^•_H → 0 (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÞÌÅÎÎÏ, I^•_G = I^•_F ⊕ I^•_H).

3. ðÕÓÔØ 0 −−−→ F −−−→ G −−−→ H −−−→ 0 f g h 0 −−−→ F^′ −−−→ G^′ −−−→ H^′ −−−→ 0 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ; 0 → I^•_F → I^•_G → I^•_H → 0, 0 → I^•_F 0 → I^•_G0 → I^•_H0 → 0 | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ

ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ F, G, H, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅ f, g, h É ŒËÌÀÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ 0 −−−→ I^•_F −−−→ I^•_G −−−→ I^•_H −−−→ 0 F G H 0 −−−→ I^•_F 0 −−−→ I^•_G0 −−−→ I^•_H0 −−−→ 0 âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ F^′, G^′, H^′ | ÄÒÕÇÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Ó ÜÔÉÍ ÖÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ, É ϕ, χ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÍÅÖÄÕ F, F^′ É H, H^′, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÑ γ ÍÅÖÄÕ G, G^′, ÄÅÌÁÀÝÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ 0 −−−→ I^n_F −−−→ I^n_G −−−→ I^n_H −−−→ 0 ϕ γ χ 0 −−−→ I^{n−1}_F 0 −−−→ I^{n−1}_G0 −−−→ I^{n−1}_H0 −−−→ 0 4. âÉËÏÍÐÌÅËÓ (L^{••}, d^′, d^{′′}) | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ d^′_{ij} : L^{ij} → L^{i+1,j}, d^{′′}_{ij} : L^{ij} → L^{i,j+1} Ó ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ (d^′)^2 = 0, (d^{′′})^2 = 0, d^′d^{′′} + d^{′′}d^′ = 0. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÏÔÁÌØÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ T ot(L^{••}) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË T ot^n := ⊕_{i+j=n}L^{ij}, d := d^′ + d^{′′}. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ëÁÒÔÁÎÁ-üÊÌÅÎÂÅÒÇÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ K^• = 0 → K^0 → K^1 → K^2 → . . . ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ (I^{••}, d^′, d^{′′}) c ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÕÇÍÅÎÔÁÃÉÉ ε : K^• → I^{•,0} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ I^{ij} = 0, ÅÓÌÉ i < 0 ÉÌÉ j < 0, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

Á) ŒÓÅ I^{ij} ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ;

Â) ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ 0 → K^i → I^{i,0} → I^{i,1} → . . . , 0 → Im(d^K_i ) → Im(d^′_{i,0}) → Im(d^′_{i,1}) → . . ., 0 → Ker(d^K_i ) → Ker(d^′_{i,0}) → Ker(d^′_{i,1}) → . . . , 0 → H^i(K^•) → Ker(d^′_{i,0})/Im(d^′_{i−1,0}) → Ker(d^′_{i,1})/Im(d^′_{i−1,1}) → . . . ÔÏÞÎÙ;

Œ) Im(d^′_{i−1,j}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Ker(d^′_{ij}), ËÏÔÏÒÏÅ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ I^{ij} ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ i, j.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ Im(d^′_{ij}), Ker(d^′_{ij}), Ker(d^′_{ij})/Im(d^′_{i−1,j}) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ, É ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÉÚ Â) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁÍÉ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, K^i, Im(d^K_i ), Ker(d^K_i ), H^i(K^•). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ε ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ËŒÁ- ÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ K^• → T ot(I^{••}).

äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ëÁÒÔÁÎÁ-üÊÌÅÎÂÅÒÇÁ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ K^•.

5. çÏÍÏÔÏÐÉÑ h ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f, g : L^{••} → M^{••} | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ h^′_{ij} : L^{ij} → M^{i−1,j}; h^{′′}_{ij} : L^{ij} → M^{i,j−1} ÔÁ- ËÏÊ, ÞÔÏ g−f = (d^′+d^{′′})(h^′+h^{′′})+(h^′+h^{′′})(d^′+d^{′′}). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, h = h^′+h^{′′} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÍÅÖÄÕ T ot(f), T ot(g) : T ot(L^{••}) → T ot(M^{••}). äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ K^• → J^• ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ ëÁÒÔÁÎÁ-üÊÌÅÎÂÅÒÇÁ, É ÜÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÁ

ÍÏÒÆÉÚÍÁ K^• → J^• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ ÌÀÂÙÅ ÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÁ ÒÅÚÏÌØ- ŒÅÎÔÙ ëÁÒÔÁÎÁ-üÊÌÅÎÂÅÒÇÁ ÔÏÖÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÖÅ, ÞÔÏ ε : K^• → T ot(I^{••}) | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Cone(ε) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Cone(ε) = T ot(L^{••}), ÇÄÅ L^{ij} = I^{ij} ÐÒÉ i ≥ 0 ≤ j, L^{i,−1} = K^i, L^{ij} = 0 ÉÎÁÞÅ. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ T ot^• := T ot(L^{••}) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÅ T ot^• ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ F^′_p(T ot^n) := ⨁_{i≥p} i+j=n. ôÏÇÄÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎ-

ÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ (gr_F 0 T ot)^• ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (gr_F 0 T ot)^n = ⊕_{i+j=n}L^{ij}, d = d^{′′}. ôÁË ËÁË ÐÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ I^{••} ÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÙ ÑŒÌÑÌÉÓØ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁÍÉ K^i, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ (gr_F 0 T ot)^• ÔÏÞÅÎ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ T ot^•.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K^• = 0 → F_0 → F_1 → F_2 → . . . | ËÏÍÐÌÅËÓ ÍÑÇËÉÈ ÐÕÞËÏŒ, ÔÏ R`(K^•) = 0 → `(X, F_0) → `(X, F_1) → `(X, F_2) → . . . õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÕÓÔØ I^{••} | ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ëÁÒÔÁÎÁ-üÊÌÅÎÂÅÒÇÁ ËÏÍÐÌÅË- ÓÁ K^•. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (É ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ) R`(X, K^•) = `(X, T ot(I^{••})). îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ε ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ `(ε) : `(X, K^•) → `(X, T ot(I^{••})). CÌÅÄÕÊÔÅ ÕËÁÚÁÎÉÀ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 1.