œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 17 ÎÏÑÂÒÑ 1999 ÇÏÄÁ

œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(x, y, z) ÍÏÖÅÔ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÁË É 3-ÆÏÒÍÕ f dx ∧ dy ∧ dz. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ P ∂ ∂x + Q ∂ ∂y + R ∂ ∂z , ÎÏ É 1-ÆÏÒÍÕ P dx+Q dy+R dz, ÉÌÉ 2-ÆÏÒÍÕ P dy∧dz+Q dz∧dx+R dx∧dy. œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ

˙^0(R^3)^d→ ˙^1(R^3)^d→ ˙^2(R^3)^d→ ˙^3(R^3)

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÇÒÁÄÉÅÎÔÏÍ, ÒÏÔÏÒÏÍ É ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÅÊ. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÔÁË:

grad f = (∂f ∂x , ∂f ∂y , ∂f ∂z ) , rot (P, Q, R) = (∂R ∂y − ∂Q ∂z , ∂P ∂z − ∂R ∂x , ∂Q ∂x − ∂P ∂y ) , div (P, Q, R) = (∂P ∂x + ∂Q ∂y + ∂R ∂z ) . .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. rot grad = div rot = 0.

ðÕÓÔØ n | ÐÏÌÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M. 2-ÆÏÒÍÁ dS = i_ndV = n_x dy ∧ dz + n_y dz ∧ dx + n_z dx ∧ dy ÎÁ ÎÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ. éÎÔÅÇÒÁÌ ∫ M (A, n) dS = ∫ M P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy ÄÌÑ ÐÏÌÑ A = (P, Q, R) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÏËÏÍ ÐÏÌÑ A ÞÅÒÅÚ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M. ∫ ∂D (A, n) dS = ∫ D divA dV | ÆÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ-ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÐÏÔÏËÁ ÐÏÌÑ A ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ ÏÂÌÁÓÔÉ ∂D. åÓÌÉ γ | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ γP dx+Q dy+R dz ÄÌÑ ÐÏÌÑ A = (P, Q, R) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉÒËÕÌÑÃÉÅÊ ÐÏÌÑ A ÐÏ ËÏÎÔÕÒÕ γ.

æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ: ÅÓÌÉ D | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉÃÁ ∂D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÔÏ ∫ ∂D P dx + Q dy + R dz = ∫ D(rotA, n)dS. ïÐÉÛÅÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ (ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÐÏÌÑÍÉ É ÆÏÒÍÁÍÉ, Ô.Å. ŒÙÑÓÎÉÍ, ÏÔ ËÁËÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÏÎÉ ÚÁŒÉÓÑÔ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSS-ÅÍÁ | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ dV ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, dV = dx_1 ∧ · · · ∧ dx_n Œ R^n).

1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂSS-ÅÍÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉ- ÒÕÅÍÏÓÔÉ (Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ).

ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ dV = ω^n. ïÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ É (n − 1)-ÆÏÒÍÁÍÉ, v → ω^{n−1}_v = ω(v, ·). ðÒÉ ÜÔÏÍ n-ÆÏÒÍÁ dω_v = L_vω ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ω, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉŒÉÒ- ÇÅÎÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

div v(x) = lim_{ε→0} ∫ D” L_vω V ol(D_ε) . íÅÔÒÉËÁ | ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ‖v‖^2 = ∑ v^2_i Œ R^n). ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÒÉËÉ ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ TxM ≡ T^∗xM (v → α^1_v = (v, ·)), É ÏÂÒÁÔÎÏ: ŒÙÂÏÒ ÔÁËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÙÂÏÒ ÍÅÔÒÉËÉ. åÓÌÉ F : M → R | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÐÏÌÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ Å-Å ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÕ dF , ÑŒÌÑÅÔÓÑ gradF . œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ.

õÒÁŒÎÅÎÉÑ íÁËÓŒÅÌÌÁ. üÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÏÅ ÐÏÌÅ Œ R^3 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÐÏÌÑÍÉ E = (E1, E2, E3)

É H = (H_1, H_2, H_3). õÒÁŒÎÅÎÉÑ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÜÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÈ ŒÏÌÎ Œ ŒÁËÕÕÍÅ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ (ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ìÏÒÅÎÃÁ)

div H = 0, rot E = −^1_c _H div E = 0, rot H =^1_c _E . üÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ dF = 0, d(∗F ) = 0, ÇÄÅ F = −E_1dx_0 ∧ dx_1 − E_2dx_0 ∧ dx_2 − E_3dx_0 ∧ dx_3 + H_1dx_2 ∧ dx_3 + H_2dx_3 ∧ dx_1 + H_3dx_1 ∧ dx_2, ∗F = H_1dx_0 ∧ dx_1 + H_2dx_0 ∧ dx_2 + H_3dx_0 ∧ dx_3 + E_1dx_2 ∧ dx_3 + E_2dx_3 ∧ dx_1 + E_3dx_1 ∧ dx_2. , ÇÄÅ x_0 = ct, Á x_1, x_2, x_3 | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Œ R^3. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÏÒÍÁÍÉ F É ∗F ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. îÁÌÉÞÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ŒÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅÍ ˙^k(M) × ˙^{n−k}(M) → ˙^n(M), ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÄÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÑ ∗ : ˙^k(M) → ˙^{n−k} (M). ðÒÉ n = 4 ÅÓÌÉ k = 2, ÔÏ É n − k = 2. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∗, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ íÁËÓŒÅÌÌÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ (1, 3)-ÍÅÔÒÉËÅ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ dl^2 = dx^2_0 − dx^2_1 − dx^2 − dx^2_3 Œ ÞÅÔÙÒ-ÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ-ŒÒÅÍÅÎÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÌÏ { z ≥ x^2 + y^2 z ≤ 1 . îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ:

(a) ÏÂØ-ÅÍ;

(b) ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ; (c) ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ;

(d) ÍÏÍÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ; (e) ÓÉÌÕ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ (0, 0, 0).

3. ôÅÌÏ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ z ËÒÉŒÏÊ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ xOz É ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÐÒÑÍÕÀ Oz. œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂSS-ÅÍ ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ ÞÅÒÅÚ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÙ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ.

4. úÁÐÉÛÉÔÅ dS ÄÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ xOz ÚÁÄÁÎÁ (a) ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ; (b) ÎÅÑŒÎÏ, f(x, y) = 0.

5. ðÕÓÔØ P : R^3 \ {0} → S^2 | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ 1 4π 1 r^3 (^{x dy ∧ dz} +^{y dz ∧ dx} +^{z dx ∧ dy}) ÅÓÔØ P^∗(dS).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ D ⊂ R^3 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1 4π ∫ D 1 r^3 (^{x dy ∧ dz} +^{y dz ∧ dx} +^{z dx ∧ dy}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

6. ðÕÓÔØ P : T^2 → S^2 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ P (t, τ ) =^{a(t)−b(τ)}_{|a(t)−b(τ)|}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ 1 4π ⟨a − b, _a, _b⟩ dτ ∧ dt |a − b|^{32} ÅÓÔØ P^∗(dS).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ a(t), b(τ ) | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÉŒÙÅ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1 4π ∫ ⟨a − b, _a, _b⟩ dτ ∧ dt |a − b|^32 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ.