œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 29 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1999 ÇÏÄÁ

1. œÙÐÒÑÍÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ:

(a) v_1 = ∂ ∂x + y 1 + x ∂ ∂y v_2 = (1 + x) ∂ ∂y (b) v_1 = (1 + x) ∂ ∂x + y ∂ ∂y v_2 = −y ∂ ∂x + (1 + x) ∂ ∂y (c) v_1 = ∂ ∂x + x ∂ ∂y v_2 = y ∂ ∂x + ∂ ∂y .

2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ { x = x(t, s) y = y(t, s) ∂ ∂t = ∂x ∂t ∂ ∂x + ∂y ∂t ∂ ∂y ∂ ∂s = ∂x ∂s ∂ ∂x + ∂y ∂s ∂ ∂y .

3. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ: ÐÏÌÑ v_1, v_2 ŒÙÐÒÑÍÌÑÀÔÓÑ Œ ÐÁÒÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∀s, t ∈ R g^s_{v2} g^t_{v1} = g^t_{v1} g^s_{v2} .

ðÕÓÔØ v ∈ TxM | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ φ(t), Õ ËÏÔÏÒÏÊ φ(0) = x, _φ(0) = v.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ-ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ^{∂f}_{∂v} (x) ÆÕÎËÃÉÉ f : M → R ŒÄÏÌØ

ŒÅËÔÏÒÁ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ d(f ∘ φ) dt | | | |_{t=0}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M → R ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v(x)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ∂f ∂v(x)^(x^{). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: vf, Lv f.} úÁÍÅÞÁÎÉÅ. vf(x) =^{df(gtv (}x^{))}_{dt} | | | |_{t=0}.

4. ðÕÓÔØ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ v(x) = v_1(x) ∂ ∂x_1 + · · · + v_n(x) ∂ ∂x_n . îÁÊÄÉÔÅ vf(x).

5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

(a) ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ;

(b) (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ) v(fg) = f · vg + vf · g.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÅÓÔØ L_v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v(x).

7. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ L_u ∘ L_v?

8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L_uL_v − L_v L_u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [u, v] ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ u, v ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎ-

ÓÔŒÏÍ L_{[u,v]} = L_uL_v − L_vL_u.

9. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÐÏÌÅÊ u = ∑ u_i ∂ ∂x_i É v = ∑ v_i ∂ ∂x_i . (ïÔŒÅÔ: [u, v] = ∑ ( u_j ∂v_i ∂x_j − v_j ∂u_i ∂x_j ) ∂ ∂x_i .) 10. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ ÐÁÒ ÐÏÌÅÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ [u, [v, w]]+[v, [w, u]]+ [w, [u, v]] = 0 (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ).

12. îÁÊÄÉÔÅ [fu, v], [u, gv].

13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v(0), u(0) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É [u, v](x) ≡ 0, ÔÏ ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (t, s), Œ ËÏÔÏÒÏÊ u = ∂ ∂t , v = ∂ ∂s . 14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g^{−t}_v g^{−t}_u g^t_v g^t_u(x) = g^{t2}_{[u,v]}(x) + o(t^2) = x + t^2[u, v] + o(t^2).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ f : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, f(x) = y, ÔÏ ÉÎÄÕ-

ÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_∗ : TxM → TyN ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

15. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ v(x), u(x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅË-

ÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v_t(x) = g^{−t}_{u ∗}v(g^t(x)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dv_t dt | | | t=0 = [u, v]. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÒÙÂÁËÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v(x) É ÆÕÎËÃÉÉ f(x)

ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u(x) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ L_uv = [u, v] É L_uf = uf ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ.

16. (ôÏÖÄÅÓÔŒÏ T4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÑÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v_1, . . . , v_5 ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: ∑ σ∈S4 (−1)^{sgn(σ)}[v_{σ(1)}, [v_{σ(2)}, [v_{σ(3)}, [v_{σ(4)}, v_5]]]] = 0.