œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 6 ÏËÔÑÂÒÑ 1999 ÇÏÄÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T �_xM, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏ- ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f : M → R | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-

ÁÌÏÍ df ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ vf ŒÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ.

1. ðÕÓÔØ (x_1, . . . , x_n) | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ M. ôÏÇÄÁ ËÏŒÅËÔÏÒÁ dx_1, . . . , dx_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ T �xM, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓÕ ∂ ∂x_1 , . . . , ∂ ∂x_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xM.

2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ df = ∑ ∂f ∂x_i dx_i. 3. óÁÍÏÌ-ÅÔ ŒÙÌÅÔÅÌ ÉÚ íÏÓËŒÙ, ÐÏÌÅÔÅÌ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ s ËÍ ÎÁ œÏÓÔÏË, ÐÏÔÏÍ s ËÍ ÎÁ óÅŒÅÒ, ÐÏÔÏÍ s ËÍ ÎÁ úÁÐÁÄ, É, ÎÁËÏÎÅÃ, s ËÍ ÎÁ àÇ. îÁ ÓËÏÌØËÏ ÏÎ ÏÔËÌÏÎÉÌÓÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ ŒÙÌÅÔÁ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌ-ÅÔÁ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ úÅÍÌÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÆÅÒÏÊ.)

4. œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (φ, ψ) ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2 ⊂ R^3 ÎÁÊÄÉÔÅ:

(a) ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ u = u(φ, ψ) ∂ ∂φ , v = v(φ, ψ) ∂ ∂ψ , (u(x), v(x) ∈ T_xS^2 ⊂

TxR^3), ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ 1 Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ R^3;

(b) [u, v]; (c) dx, dy, dz; (d) x dx + y dy + z dz. 5. ôÅ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÄÌÑ ÔÏÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f : M → N 1-ÆÏÒÍÙ

ω, ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÏÊ ÎÁ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÁÑ ÎÁ M ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: f�ω|_x (v) = ω|_{f (x)} (f�v).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÎÅÛÎÅÊ 2-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_xM. üÔÉ ÆÏÒÍÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÎÅÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ ~^2T �_x M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T �_xM. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÎÅÛÎÉÈ 2-ÆÏÒÍ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. dim ~^2T �_xM =^n(^{n −} 1)2 .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ 1-ÆÏÒÍ α ∧ β ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 2-ÆÏÒÍÁ,

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: α ∧ β(u, v) = α(u) β(v) − α(v) β(u).

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ Œ ~^2T �_xM ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÆÏÒÍÁÍÉ ω_{ij} , 1 ≤ i < j ≤ n,

ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ω_{ij} ( ∂ ∂x_k , ∂ ∂x_l ) = 1, ÅÓÌÉ (i, j) = (k, l) −1, ÅÓÌÉ (i, j) = (l, k) 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ . 7. îÁÊÄÉÔÅ dx_i ∧ dx_j .

8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ w = ∑ i<j w_{ij} dx_i ∧ dx_j . 9. îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÑ ÓÆÅÒÙ É ÔÏÒÁ ÆÏÒÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÌÁ Ó ÆÏÒÍÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ Œ R^3.

10. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ É ÔÏÒÅ: (a) dx ∧ dy + dy ∧ dz + dz ∧ dx; (b) z dx ∧ dy + x dy ∧ dz + y dz ∧ dx. 11. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ RP^2, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁ- ÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÕÌØ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ dω 1-ÆÏÒÍÙ ω ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 2-ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÑÅÍÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: dω(u, v) = uω(v) − vω(u) − ω([u, v]).

12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ dω ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 2-ÆÏÒÍÏÊ (ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÓÔØ ÎÁÄ C1(M)).

13. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ω_{ij} Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ d( ∑ ω_i dx_i) = ∑ i<j ω_{ij} dx_i ∧ dx_j .