œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 13 ÏËÔÑÂÒÑ 1999 ÇÏÄÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œÎÅÛÎÅÊ k-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙ-

ŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ k ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÎÅÛÎÉÈ k-ÆÏÒÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ~^k (V^∗).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ dim V = n, ÔÏ dim ~^k(V^∗) = C^k_n .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ k-ÆÏÒÍÏÊ ω ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÎÅÛÎÉÈ k-ÆÏÒÍ ω_x ∈ ~^k(T^∗_xM), ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈ M. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ k-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ˙^k (M). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ˙^0(M) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ α^k ∧ β^l k-ÆÏÒÍÙ α^k É l-ÆÏÒÍÙ β^l ÎÁÚÙ-

ŒÁÅÔÓÑ k + l-ÆÏÒÍÁ

α^k ∧ β^l(ξ_1, . . . , ξ_{k+l}) = X σ1<···<σk; σk+1<···<σk+l (−1)^σα^k (ξ_σ1, . . . , ξ_{σk} ) β^l(ξ_{σk}+1, . . . , ξ_{σk}+_l ) ,

ÇÄÅ (−1)^σ | ÚÎÁË ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ (1, . . . , k + l) → (σ_1, . . . , σ_{k+l}).

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ α ∧ β ÑŒÌÑÅÔÓÑ (k + l)-ÆÏÒÍÏÊ.

2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ α ∧ β

(a) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ α É β; (b) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ;

(c) ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ: α^k ∧ β^l = (−1)^{kl}β^l ∧ α^k .

3. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ α_1, . . . , α_k É ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, . . . , v_k ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ α_1 ∧ · · · ∧ α_k(v_1, . . . , v_k).

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ k-ÆÏÒÍÁ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÈ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ω = X_{i1<···<ik ai1,...,ik (x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,} ÇÄÅ a_i1_{,...,ik} (x) | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÆÏÒÍ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dω ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ k-ÆÏÒÍÙ ω | ÜÔÏ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ (k + 1)-ÆÏÒÍÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v_0, . . . , v_k, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ dω(v_0, . . . , v_k) = kX_{i=0 (−1)iviω(v0, . . . , ^vi, . . . , vk)+} X_{0≤i<j≤k(−1)i+j ω([vi, vj ], v0, . . . , ^vi, . . . , ^vj , . . . , vk) .}

5. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ:

(a) ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ;

(b) ÅÓÌÉ f ∈ ˙^0, ÔÏ df ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ. (c) dd = 0.

(d) d(α^k ∧ β^l) = (dα^k ) ∧ β^l + (−1)^k α^k ∧ (dβ^l).

6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ d^2f É d^2ω, ÇÄÅ f | ÆÕÎËÃÉÑ É ω | 1-ÆÏÒÍÁ.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: d( X_{i1,...,ik ai1,... ,ik (x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ) =} X_{i1,...,ik dai1,... ,ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik =} = X_{l;i1,...,ik} ∂a_{i1,... ,ik∂xl dxl ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .} ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : M^m → N^n, F_∗ : T_xM → T_{F (x)}N | ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÄÎÁËÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_∗ ÎÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ F , ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÁ ÆÏÒÍÁÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, F^∗ : ˙^k (N) → ˙^k (M), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ F^∗ω(v_1, . . . , v_k) = ω(F_∗v_1, . . . , F_∗v_k) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅÍ: F^∗(α ∧ β) = F^∗α ∧ F^∗β. 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó ŒÚÑÔÉÅÍ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ F : M^m → N^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, É ω ∈ ˙^k (N), ÔÏ dF^∗ω = F^∗dω ∈ ˙^{k+1}(M).

10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ω^1 ∧ ω^1 = 0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ω^2 ∧ ω^2 = 0? ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ω^2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ω^2 ∧ ω^2 ≠ 0.

11. ðÕÓÔØ α_1, . . . , α_k | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ, É α ≠ 0 | ÅÝÅ ÏÄÎÁ 1-ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ α ∧ α_1 ∧ · · · ∧ α_k = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ α ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÆÏÒÍ α_i.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ R^3 ÚÁÄÁÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Cx ∈ TxR^3.

óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ h ÎÁ U ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∀x ∈ U dh(x) ≠ 0 É ÐÌÏÓËÏÓÔØ Cx ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏŒÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ h, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Cx = ⟨^∂_{∂y} , y^∂_{∂z} +^∂_{∂x}⟩ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ 1-ÆÏÒÍÙ ω: Cx =

ker ω_x, ÐÒÉÞÅÍ ÆÏÒÍÁ ω ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ω = g dh.

ôÅÏÒÅÍÁ (ËÒÉÔÅÒÉÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎ-

ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

(i) ω ∧ dω = 0;

(ii) ÅÓÌÉ X, Y | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C_x, ÔÏ [X, Y ] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ X É Y .

12. îÁÊÄÉÔÅ ω ∧ dω, ÅÓÌÉ ω = dz − y dx. 13. ðÕÓÔØ (a) ω = (1 + yz) dx − xy dz − xz dy; (b) ω = cos x cos y cos z dx + sin x cos y sin z dz + sin x sin y cos z dy. îÁÊÄÉÔÅ (a) ω ∧ dω; (b) [X, Y ], ÇÄÅ X, Y | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ω(X) = ω(Y ) = 0;

(c) ÆÕÎËÃÉÀ h ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ω = g dh.

14. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ (i) É (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ. 15. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.