œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 20 ÏËÔÑÂÒÑ 1999 ÇÏÄÁ 1. ðÕÓÔØ α_1, . . . , α_k | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ, É β ≠ 0 | ÅÝÅ ÏÄÎÁ 1-ÆÏÒÍÁ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: (a) β ∧ α_1 ∧ · · · ∧ α_k = 0;

(b) β ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÆÏÒÍ α_i.

(c) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (k − 1)-ÆÏÒÍÁ γ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ β ∧ γ = α_1 ∧ · · · ∧ α_k. 2. ðÕÓÔØ β ≠ 0 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ, Á ω | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ k-ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ β ∧ ω = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ω = β ∧ γ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÙ γ.

ðÕÓÔØ V | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, V = T^∗_xM). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ: V , ~^2V , ..., ~^nV . œÏÚØÍÅÍ ÎÅËÏÔÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ β ∈ V , β ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁ β ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÃÅÐÏÞËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ 0^{β∧}−→ V^{β∧}−→ ~V^{β∧}−→ . . .^{β∧}−→ ~^nV^{β∧}−→ 0, ÐÒÉÞÅÍ β ∧ ∘β ∧ (~^iV ) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ 2 ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ β ∧ (~^{i−1}V ) = ker β ∧ |_Λi_V . ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. ïÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ d ÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˙^i(M)^d−→ ˙^{i+1}(M). üÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ŒÙÓÔÒÁÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÃÅÐÏÞËÕ 0^d−→ ˙^0(M)^d−→ ˙^1(M)^d−→ . . . ˙^n(M)^d−→ 0 ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ d^2 = 0. æÏÒÍÁ ω, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ dω = 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ. æÏÒÍÁ ω, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ η ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ω = dη, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Z^k(M) É B^k(M) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÞÎÙÈ É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ k-ÆÏÒÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Z^k ⊂ B^k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H^k_{dR}(M) = Z^k(M)/B^k(M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ

k-ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ-òÁÍÁ.

3. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÏÊ. 4. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ

(a) ÆÏÒÍÙ;

(b) ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ; (c) ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ S^1, R^1, R^2, S^2, T^2.

íÙ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÒÙÂÁËÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ (L_uf = uf) É ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ (L_uv = [u, v]). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ L_uω, ÇÄÅ ω | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ k-ÆÏÒÍÁ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. Luω =^d_{dt}|t=0ωt, ÇÄÅ ωt(x) = g^t_u^∗ω(g^tx).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ v1, . . . , vk | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ. ðÏÌÏÖÉÍ vi_t(x) = g^{−t}_∗ vi(g^tx). ôÏÇÄÁ ωt(v1_t, . . . ,

v_{kt}) = ω(v_1, . . . , v_k). ïÔËÕÄÁ u(ω(v_1, . . . , v_k)) = L_uω(v_1, . . . , v_k) +^kP_{i=1} ω(v_1, . . . , [u, v_i], . . . , v_k). ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, L_uω | ÜÔÏ ÆÏÒÍÁ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ L_uω(v_1, . . . , v_k) = u(ω(v_1, . . . , v_k)) − kX_{i=1 ω(v1, . . . , [u, vi], . . . , vk).} 5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(a) L_u(α ∧ β) = (L_uα) ∧ β − (L_uβ) ∧ α = (L_uα) ∧ β + α ∧ (L_uβ); (b) L_u(fω) = L_uf · ω + f · L_uω = uf · ω + f · L_uω. 7. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ L_udf = d(uf).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ u | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ω | k-ÆÏÒÍÁ, ÔÏ (k − 1)-ÆÏÒÍÁ iuω ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ: i_uω(v_1, . . . , v_{k−1}) = ω(u, v_1, . . . , v_{k−1}). æÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÔÁÎÁ. L = id + di, ÔÏ ÅÓÔØ Luω = d(iuω) + iu(dω).

8. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÁÒÔÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ:

(a) éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

(b) óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ É 1-ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ df, Á ÐÏÔÏÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕË- ÃÉÅÊ.