œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 27 ÏËÔÑÂÒÑ 1999 ÇÏÄÁ

îÁŒÏÄÑÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ P | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ ξ_1, . . . , ξ_k ∈ T_xM^k, Á ω | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ k-ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ ∫ P ω = ω(ξ_1, . . . , ξ_k). äÌÑ ÐÏÄÓÞ-ÅÔÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÂÉŒÁÔØ ÉÈ ÎÁ ÍÁÌÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ.

ðÒÉÍÅÒ. åÓÌÉ D ⊂ R^n | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÔÏ^∫_D dx1 ∧ . . . ∧ dxn = Vol D. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. n-ÆÏÒÍÁ ω Œ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ Å-Å ÎÏÓÉÔÅÌØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. åÓÌÉ

ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ ω = f(x) dx_1 ∧ · · · ∧ dx_n ÌÅÖÉÔ Œ ËÕÂÅ I^n = {0 ≤ x_i ≤ 1}, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Å-Å ÉÎÔÅÇÒÁÌ | ÜÔÏ ËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ R^{n f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxn} def= ∫_1 0 · · · ∫_1 0 f(x) dx_1 . . . dx_n . äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ n-ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ Á) ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ ËÏÍÐÁËÔÅÎ, É Â) ÍÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ (ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ),

ÅÓÌÉ ÎÁ Î-ÅÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÁÔÌÁÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÑËÏÂÉÁÎÙ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

ðÕÓÔØ ω_1 ∈ ˙^n(M) É ÐÕÓÔØ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ ω_1 ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ F : U → M, U ⊂ R^n. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ ∫ M ω_1^{def}= ∫ R^{n F �ω1 ,}

ÇÄÅ ÆÏÒÍÁ F �ω_1 ∈ ˙^n(U) ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÎÕÌ-ÅÍ ŒÎÅ U ⊂ R^n. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÁÒÔÙ, ÔÁË ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËÒÁÔÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÏÄÕÌØ ÑËÏÂÉÁÎÁ ÚÁÍÅÎÙ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÆÏÒÍÁ dx_1 ∧ · · · ∧ dx_n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ).

úÎÁÞÉÔ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ M ω Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ω Œ ŒÉÄÅ ω = ∑ ω_i, ÇÄÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÙ ω_i ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÁÒÔÅ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÐÏÌÏÖÉŒ ∫ M ω = ∫ M ∑ ω_i^{def}= ∑ ∫ M ω_i. 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ω = ∑ ω_i ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

2. îÁÊÄÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ 1-ÆÏÒÍ ÐÏ ËÒÉŒÙÍ:

(a) ω = x^2y^3 dx + dy + z dz ÐÏ ËÒÉŒÏÊ { x^2 + y^2 + z^2 = a^2 z = 0 ;

(b) ω = y dx + z dy + x dz ÐÏ ËÒÉŒÏÊ { x^2 + y^2 + z^2 = a^2 x + z = a ;

(c) ω = (z^2 − x^2)dx + (x^2 − y^2)dy + (y^2 − z^2)dz ÐÏ ÏÂÒÁÚÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ a ≤ u ≤ b,

0 ≤ v ≤ 2π ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ x = u cos v y = u sin v z = cv . 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ γ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ∫ γ x dy − y dx 2 ÅÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ γ.

4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ dω ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ (a) { x^2 + y^2 + z^2 = a^2 z ≥ 0 ; (b) { x^2 + y^2 + z^2 ≤ a^2 x + z = a ; (c) x = u cos v y = u sin v z = cv (a ≤ u ≤ b, 0 ≤ v ≤ 2π), ÇÄÅ ω | 1-ÆÏÒÍÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÚÁÄÁÞÅ 2 Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ.

5. îÁÊÄÉÔÅ ∫ S2 x dy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy, ÇÄÅ ÓÆÅÒÁ S^2 ⊂ R^3 ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2 + y^2 + z^2 = 1.

6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Vol B^n, Vol S^n�^1, ÇÄÅ B^n ⊂ R^n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ, Á S^n�^1 = ∂B^n | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ.

7. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ (z ≥ 0) ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ x^2 a^2 + y^2 b^2 + z^2 c^2

= 1 ÏÔ ÆÏÒÍÙ (a) x^3dy ∧ dz; (b) yz dz ∧ dx.