œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 3 ÎÏÑÂÒÑ 1999 ÇÏÄÁ

1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÕ x^2 a^2 + y^2 b^2 + z^2 c^2

= 1 ÏÔ ÆÏÒÍ (a) dx ∧ dy; (b) z dx ∧ dy; (c) z^2dx ∧ dy; (d) dy ∧ dz x + dz ∧ dx y + dx ∧ dy z . 2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ (z ≥ 0) ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÏÔ ÆÏÒÍ (a) x^3dy ∧ dz; (b) yz dz ∧ dx. 3. ðÒÉ ËÁËÏÍ α ÆÏÒÍÁ

ω = r^α n∑ i=1 (−1)^{i+1}x_i dx_1 ∧ . . . ∧ ^dx_i ∧ . . . ∧ dx_n ÚÁÍËÎÕÔÁ? îÁÊÄÉÔÅ ∫ S^n�^1 ω, ÇÄÅ S

n−1 | ÓÆÅÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ (1, 0, . . . , 0).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n) Ó ËÒÁÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÐÏËÒÙÔÉÅÍ M = ⋃ U_α ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ φ_α : U_α → V_α, ÇÄÅ V_α | ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n_+ = {x_n ≥ 0} (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ {x_n = 0}), ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U_{αβ} = U_α ∩ U_β ≠ ∅, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ_{αβ} = φ_β ∘ φ^{−1}_α : φ^{−1}_α (U_{αβ}) → φ_β(U_{αβ}) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n_+. ëÒÁÅÍ ∂M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ ⋃ φ^{−1}_α ({x_n = 0}).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÎÏ ÌÀÂÏÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ËÒÁÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

M \ ∂M. ïÒÉÅÎÔÁÃÉÑ M ÚÁÄÁ-ÅÔ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÎÁ ÅÇÏ ËÒÁÀ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ \œÎÅÛ-

ÎÑÑ ÎÏÒÍÁÌØ | Œ ÎÁÞÁÌÏ." æÏÒÍÁÌØÎÏ: ÐÕÓÔØ x ∈ ∂M, É e1, . . . , en ∈ TxM | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ

ÒÅÐÅÒ Œ T_xM, ÐÒÉÞÅÍ e_2, . . . , e_n ∈ T_x∂M, Á e_1 ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ĂÎÁÒÕÖÕĄ, ÔÏÇÄÁ e_2, . . . , e_n | ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÐÅÒ Œ T_x∂M.

ôÅÏÒÅÍÁ. (ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ) ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ ∂M,

É ω | (n − 1)-ÆÏÒÍÁ ÎÁ M. ôÏÇÄÁ ∫ ∂M ω = ∫ M dω . ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ËŒÁÄÒÁÔÅ I^2 (ÎÅŒÚÉÒÁÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ËÒÁÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ). ðÕÓÔØ ω = f(x, y)dy. ôÏÇÄÁ dω = ∂f ∂x dx ∧ dy. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫

I^2 dω = ∫_1 0 (∫ 1 0 ∂f ∂x dx ) dy = ∫_1 0 (f(1, y) − f(0, y))dy .

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÏÒÍÁ ω ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ x = 0 É x = 1 ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ (ÐÏÓÌÅ ÕÞ-ÅÔÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ) ∫ ∂I^2 ω = ∫_1 0 f(1, y)dy − ∫_1 0 f(0, y)dy . ôÅ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÕÂÅ I^n, ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ y ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ŒÓÀÄÕ ÎÁ y_2, . . . , y_n, Á dy | ÎÁ dy_2 ∧ · · · ∧ dy_n.

óÌÅÄÓÔŒÉÑ.

(a) æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ R^n: ÅÓÌÉ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ ω ∈ ˙^{n−1}R^n ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÔÏ ∫ R^{n dω = 0.}

(b) æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ R^n_+: ÅÓÌÉ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ ω ∈ ˙^{n−1}R^n_+ ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÔÏ ∫ R^n_+^{dω =} ∫ R^{n�1 ω.} ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ-ÛÁÐÏÞËÁ ρ : R^n → R | ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ-

ÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ: ρ(x) = 0 ÐÒÉ |x| ≥ 1, ρ(x) > 0 ÐÒÉ |x| < 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

f_i : M → R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

(i) ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÁÒÔÅ,

(ii) ∑ f_i ≡ 1.

4. îÁ ŒÓÑËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ðÕÓÔØ {f_i} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ω = ∑ f_iω. ôÏÇÄÁ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ ω_i = f_iω ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÂÒÁÚÅ ËÕÂÁ I^n ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F_i : U → M, I^n ⊂ U ⊂ R^n, ÚÁÄÁÀÝÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ðÏÌÏÖÉÍ ˙_i = F^∗_i ω_i. ôÏÇÄÁ F^∗_i dω_i = d˙_i.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ: 1) F_i(I^n) ∩ ∂M = ∅. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∫ ∂M ω_i = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ω_i = 0 ÎÁ ∂M. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ËÕÂÁ ∫ M dω_i = ∫ I^n d˙_i = ∫ ∂I^n ˙_i = 0 ,

ÐÏÓËÏÌØËÕ ω_i = 0 ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ F_i(∂I^n) ÇÒÁÎÉÃÙ ËÕÂÁ. 2) F_i(I^n) ∩ ∂M ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÁÎØÀ I^{n−1} = {x_1 = 0} ËÕÂÁ. ôÏÇÄÁ ∫ ∂M ω_i = − ∫ I^n�^1 ˙i (ŒÓÐÏÍÎÉÍ

ÐÒÁŒÉÌÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÇÒÁÎÉÃÙ!) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ˙_i ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÑÈ, ËÒÏÍÅ I^{n−1}, É ÏÐÑÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ËÕÂÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ M dω_i = ∫ I^n d˙_i = ∫ ∂I^n ˙_i = − ∫ I^n�^1

˙_i .

ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

åÝ-Å ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÀÂÁÑ (n − 1)-ÆÏÒÍÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ

(Ó ËÒÁÅÍ) M ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ω = i_v˙^n, ÇÄÅ ˙^n | ÆÏÒÍÁ ÏÂSS-ÅÍÁ, v | ÎÅËÏÔÒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ ∫ M dω = ∫ M di_v˙ = ∫ M L_v˙ = lim_{t→0}^1_t ( ∫ M g^∗_t ˙ − ∫ M ˙) = lim_{t→0}^1_t ( ∫ g^tM ˙ − ∫ M ˙) = lim_{t→0}^1_t ∫S_{gτ ∂M} 0ˇτˇt ˙ = ∫ ∂M i_v˙ = ∫ ∂M ω.