1. æÅÊÇÉÎ â.ì. ëÏÎÆÏÒÍÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ

20 ÁÐÒÅÌÑ 2000

òÅÞØ ÐÏÊÄčÔ Ï ÔÁËÏÍ ÎÏŒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÏÂSSÅËÔÅ, ËÁË Vertex Operator Algebra (VOA). ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓŒÑÚÁÎÏ ÍÎÏ- ÇÏ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ. œ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÍÉ Ë ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ É ÔÅÏÒÉÀ ÕÚÌÏŒ, É ÄÁÖÅ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉ- ÏÎÎÏÅ ËŒÁÎÔÏŒÁÎÉÅ ëÏÎÃÅŒÉÞÁ | ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÔÏÌËÏŒÁÎÏ ËÁË ÎÅËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ. ìÅÔ 5 ÎÁÚÁÄ ÂÙÌÏ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ ŒÅÒ- ÔÅËÓÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ.

ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ŒÎÉËÁÎÉÅ Œ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÄŒÉÖÅÎÉÀ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ É ÔÅÏÒÉÑÈ.

1.1. áÌÇÅÂÒÁ

ôÅÐÅÒØ, ÐÏÓÌÅ ËÒÁÔËÏÇÏ ŒŒÅÄÅÎÉÑ, Ñ ÓËÁÖÕ, Ï ËÁËÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÏÂSSÅË- ÔÅ ÉÄčÔ ÒÅÞØ. áËËÕÒÁÔÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÅ ÄÁÔØ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ; Ë ÜÔÏÍÕ Ñ É ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÕ. ñ ÄÁÍ ÔÏÌØËÏ ĂÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ{ÏÐÉÓÁÎÉÅĄ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÎÁÄ C ). üÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ÕÄÏÂÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ, ÉÍÅÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Åč ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W = ⊕W_i, i ∈ Z, i ≥ 0. îÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff É ËÁÖÄÏÍÕ ff ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ (ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ)

a^ff(z) = ∑ n∈Z a^ff_nz^{−n}:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ a^ff_n : W_i → W_{i+n}; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ a^ff_n ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ n. üÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÙ a^ff_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ; ÂÏÌØÛÅ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÏËÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ.

åÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ ff É fi, ÔÏ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

a^ff(z_1)a^fi(z_2) = ∑ n_1; n_2

a^ff_{n1} a^fi_{n2} z^{−n1}_1 z^{−n2}_2 :

âÕËŒÁ z ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅ- ÎÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ a^ff(z_1)a^fi(z_2). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒ w ∈ W É ËÏŒÅËÔÏÒ »w ∈ W^∗ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÞÉÓÌÏ ⟨ »w; a^ff(z_1)a^fi (z_2)w⟩ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ); ÆÉÚÉËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⟨ »w|a^ff(z_1)a^fi (z_2)|w⟩. íÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÑ- ÄÏÍ ÏÔ z_1 É z_2. ïÓÎÏŒÎÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ, Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F^{ff;fi}(z_1; z_2) (ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ w É »w). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÌÖÎÁ (ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ w É »w) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

• F | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ z_1 É z_2, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÀÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ z_1 = z_2 (Œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÌÀÓÁ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎ ÎÅËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ w É »w);

• F^{ff;fi}(z_1; z_2) = F^{fi;ff}(z_2; z_1) (ĂÌÏËÁÌØÎÏÓÔØĄ ÉÌÉ ĂËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØĄ;

ÉÎÏÇÄÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ËÏÓÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ).

ïÂÓÕÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔØ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ). äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ F^{ff;ff}(z_1; z_2). œÍÅÓÔÏ a^ff(z) Ñ ÂÕÄÕ ÐÉÓÁÔØ a(z). îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ a(z) = ∑ a_nz^{−n}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w É »w Õ ÆÕÎËÃÉÉ F ÐÏÌÀÓÁ ÎÅÔ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÒÑÄ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ a_n É a_m ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. åÓÌÉ ÖÅ ÐÏÌÀÓ ÅÓÔØ, ÔÏ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÕÔ; ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Ñ ÓËÁÖÕ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

äÁŒÁÊÔÅ ÕÓÉÌÉÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w É »w ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÔ ÐÏÌÀÓÁ, ÎÏ É ÆÕÎËÃÉÑ F (z_1; z_2) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ z_1 = z_2. éÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (z_1 − z_2)^2. éÚ ÜÔÏÇÏ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ a^2(z) = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ a_n É a_m ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÎÏ É ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ n_1+n_2=m an1 an2 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÕÓÉÌÅÎÉÅ ËÏÍ-

ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ. îÁÐÉÓÁÎÎÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W = W_0 + W_1 + · · · ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ, Á ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ a_n ÐÏŒÙÛÁÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÎÁ n. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∑ n_1+n_2=m an1 an2 = 0 Ë ŒÅËÔÏÒÕ ÉÚ Wi, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ.

åÓÌÉ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ F (z_1; z_2) ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÏÂÒÁÝÁÌÁÓØ Œ ÎÕÌØ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 4 (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ w É »w), ÔÏ Ë ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÒÉÂÁŒÉÔÓÑ ÅÝč ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∑ n_1+n_2=m an1 an2 n1n2 = 0.

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÅ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÐÒÏÐÕ- ÓÔÉÔØ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ F (z_1; z_2) ÐÒÉ z_1 = z_2 ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÎÅ ŒÙÛÅ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ w É »w). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ b_i (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ b(z) = ∑ b_iz^{−i}), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ

[a_{n1} ; a_{n2} ] = (n_1 − n_2)b_{n1+n2} :

é ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÁÌÉÞÉÀ ÐÏÌÀÓÁ ÎÅ ŒÙÛÅ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. åÓÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÐÏÌÀÓÁ 4-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ; ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ, Á 3-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ.

ðÒÉÍÅÒ. áÌÇÅÂÒÁ œÉÒÁÓÏÒÏ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ C É {L_i}, i ∈ Z. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ ÔÁËÉÅ:

[L_i; L_j] = (j − i)L_{i+j} + ffi_{i+j;0} i^3 − i 12 C; [L_i; C] = 0:

þÔÏÂÙ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÜÔÏ Ë ÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ Ñ ÏÐÉÓÙŒÁÌ, ÎÕÖÎÏ ÓÄÅ- ÌÁÔØ ÔÁË. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÍÏÄÕÌØ œÅÒÍÁ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ v É ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ

ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÔÁË: L_iv = 0 ÐÒÉ i ¿ 0; L_0v = hv, ÇÄÅ h | ÞÉÓÌÏ; Cv = cv, ÇÄÅ c | ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ œÅÒÍÁ ÐÏÒÏÖÄčÎ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ v ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ:

W = C [L_{−1} ; L_{−2}; : : :] = W_0 + W_{−1} + W_{−2} + · · ·

üÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ Ï ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÐÒÉÎÑÔÙ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÌÅËÃÉÉ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

îÁ ÔÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ L_i. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ T (z) = ∑ L_iz^{−i} É ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ⟨ »w|T (z_1)T (z_2)|w⟩. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F (z_1; z_2) ÉÍÅÅÔ ÐÏ- ÌÀÓ 4-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

F (z_1; z_2) = (z_1 − z_2)^{−4}G(z_1; z_2):

æÕÎËÃÉÑ G(z_1; z_2) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, G(z; z) | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ w É »w).

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ a(z) É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w É »w ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (z_1; z_2) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÎÅ ŒÙÛÅ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ôÏÇÄÁ ⟨ »w|a(z_1)a(z_2)a(z_3)|w⟩ | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

H(z_1; z_2; z_3) = ∏ (z_i − z_j )^{−2}G(z_1; z_2; z_3);

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ G ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÐÏÌÀÓÏŒ ÎÅ ÉÍÅÅÔ.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ∑ a_nz^{−n} É ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ {a_n}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ b_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ [a_n; a_m] = (n − m)b_{n+m}. éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ a_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

[a_n; a_m] n − m − [a_{n+1}; a_{m−1}] n − m + 2

= 0:

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a_i ŒËÌÀÞÁÀÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ Åč ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ H(p; q); ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÕÓÔÒÏÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

[H_1(p; q); H_2(p; q)] =

@H_1 @p @H_2 @q − @H_1 @q @H_2 @p : ñ ÂÕÄÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ p^if(q), ÇÄÅ i ≥ 2, f(q) | ÐÏÌÉÎÏÍ ìÏÒÁÎÁ ÏÔ q. L | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÏÎÁ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ {p^2f(q)}.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ L Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W . ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, a_i = p^2q^i. åÝč ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ: W = W_0 +W_1+W_2 + · · · É a_i : W_j → W_{i+j} . œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ F (z_1; z_2; z_3) = ⟨ »w|a(z_1)a(z_2)a(z_3)|w⟩:

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

F (z_1; z_2; z_3) = ∏ (z_i − z_j )^{−2}G(z_1; z_2; z_3);

ÇÄÅ G(z_1; z_2; z_3) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ (ìÏÒÁÎÁ) ÏÔ z_1; z_2; z_3, ÐÒÉÞčÍ G(z; z; z) = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, G ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÅÝč ÏÄÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ (ÓÍ. ŒÔÏ- ÒÕÀ ÞÁÓÔØ (2^′)).

áÌÇÅÂÒÁ ìÉ L ÓŒÏÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÎÉÌØÐÏ- ÔÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ëÁÃÁ{íÕÄÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ {a_i}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÁÎÁÌÏÇÕ ÓÅÒÒÏŒÓËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÙ- ÇÌÑÄÑÔ ÔÁË:

(1) ðÕÓÔØ i + j = k + l, ÔÏÇÄÁ (l − k)[a_i; a_j] = (j − i)[a_k; a_l] | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.

(2) ðÕÓÔØ i + j + k = i_1 + j_1 + k_1, ÔÏÇÄÁ

(i_1 + j_1 − 2k_1)(j_1 − i_1) · [a_k; [a_i; a_j]] = (i + j − 2k)(j − i) · [a_{k1} ; [a_{i1} ; a_{j1} ]]

| ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÎÉÌØÐÏ- ÔÅÎÔÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ gl(n) | ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ É ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÒÒÏŒÓËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÉÌÉ, ËÁË ÐÒÉÎÑÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ĂËÏÒÒÅ- ÌÑÃÉÏÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊĄ) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) É (2) ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË:

(1^′) ⟨ »w|a(z_1)a(z_2)|w⟩ = (z_1 −z_2)^{−2}G(z_1; z_2), ÇÄÅ G(z_1; z_2) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ìÏÒÁÎÁ.

(2^′) ⟨ »w|a(z_1)a(z_2)a(z_3)|w⟩ = (z_1 − z_2)^2(z_2 − z_3)^2(z_1 − z_3)^2F (z_1; z_2; z_3), ÇÄÅ F (z_1; z_2; z_3) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ìÏÒÁÎÁ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ: a) F (t; t; t) = 0, b) 2U^′_x(t; t) − U^′_y(t; t) = 0, ÇÄÅ U (x; y) =^{F (x;x;y)}_{(x−y)2} .

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÏÂčÒÔÙŒÁÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ U (L) ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ L ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ĂÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉĄ | ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÊ (1) É (2). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, U (L) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍ L Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÆÕÎËÃÉÊ ⟨ »w|a(z_1)a(z_2) · · · a(z_n)|w⟩. œÅÒÔÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ L, ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÎÁ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) É (2) ÉÌÉ (1^′) É (2^′)). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ W -ÁÌÇÅÂÒÙ | ÎÏŒÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ, ÉÎÔÅÎÓÉŒÎÏ ÉÚÕÞÁÅÍÙÊ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÒÅ- ÍÑ. äÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ (1^′) É (2^′) | ÜÔÏ ËÁË ÂÙ ÓÅÒÒÏŒÓËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ W -ÁÌÇÅÂÒ.

éÍÅÅÔÓÑ ÃÅÌÁÑ ÎÁÕËÁ Ï ÐÏÐÙÔËÁÈ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ (Œ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ) ŒÅÒ- ÔÅËÓÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÅ ÏÄÎÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ a(z), É ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ËÒÁÓÉŒÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ Ó ŒÅÒÔÅËÓÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ŒÏÔ Œ ÞčÍ. åÓÌÉ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÔÏ ÑÓÎÏ, Ï ÞčÍ ÉÄčÔ ÒÅÞØ. îÏ ÅÓÌÉ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÁËÓÉÏÍ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÃÅÌÁÑ ËÎÉÇÁ. é ÔÁËÉÅ ËÎÉÇÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ.

1.2. çÅÏÍÅÔÒÉÑ

ñ ÕÖÅ ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ | ÎÁÕËÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ, ÐÏ- ÈÏÖÁÑ ÎÁ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. á ÅÝč ÅÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. çÅÏ- ÍÅÔÒÉÑ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ŒÓč ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏŒ a(z), ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z. ðÏ ÜÔÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ z | ÔÏÞËÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

åÓÌÉ ÅÓÔØ ËÒÉŒÁÑ, ÔÏ ÎÁ ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Åč ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ (ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ) É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ z | ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. œÓÅ ÑŒÌÅÎÉÑ ÐÏ ÜÔÏÍÕ z ÒÁÚÌÏÖÅÎÙ Œ ÒÑÄ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ŒÅÒÔÅËÓÎÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É Åč ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ Œ ÔÏÞËÕ z, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ŒÅÒÔÅËÓÎÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÁ ÞÅÒÅÚ z. üÔÏ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ: Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÉÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÁË-ÔÏ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ŒÚÁÉ- ÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÔ.

ôÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÁÎÁÌÏ- ÇÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ. ñ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÉŒÅÄÕ ÎÅËÕÀ ÐÒÏÓÔÕÀ ÁÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÄÁÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ. ðÕÓÔØ E | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ˚ | ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ E. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ H^0(˚) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ, Á H^1(˚) = 0. ðÕÓÔØ M | ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÒÑÍÙÈ Œ ÓÌÏÑÈ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑ ˚ (ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ M → E ÓÏ ÓÌÏÅÍ C P^1 . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ M ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ¯, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

H^0(¯)|_M ∼= H^0(˚)|_E:

óÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ¯. ñ ÂÕÄÕ ÓÔÒÏÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎ- ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÕÓÔØ N = dim H^0(¯). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ¯ ⊗ ¯ ⊗ · · · ⊗¯ N | ÌÉÎÅÊ-

ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ M × · · · × M N . œ ÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ, ÓÔÅÐÅÎÉ

0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ C ; ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÔÏÖÅ C (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ¯ ⊗ · · · ⊗ ¯, Ô.Å. ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ). äÁÌÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ n ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ¯^n ⊗ · · · ⊗ ¯^n ÎÁ M × · · · × M , ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ n-ËÒÁÔÎÙÊ ÎÕÌØ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑÈ (m_1; : : : ; m_N ): m_i = m_j (Ô.Å. ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÈ); ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÅÞÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ n.

ëÁÖÄÏÍÕ n ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S_n. éÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ S_n ⊗ S_m → S_{n+m} (ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ {⊕S_i}. íÅÎÑ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. üÔÏÔ ÏÂSSÅËÔ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚÏË Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÏÄÕÌÅÊ SL_2-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ E.

éÍÅÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S_k Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ œÅÒÌÉÎÄÅ. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ ËÏ-

ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl_2, ”_0, ”_1, : : : | ÂÁÚÉÓ Œ A (”_s ÏÔ- ŒÅÞÁÅÔ (s + 1)-ÍÅÒÎÏÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ). áÌÇÅÂÒÁ œÅÒÌÉÎÄÅ ÄÌÑ ^sl_2 (ÕÒÏŒÎÑ k) | ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ A_k = A=(A · ”_{k+1}). œŒÅÄčÍ ÔÁËÖÅ ÇÒÕÐÐÏ- ŒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ C_{2k} ÇÒÕÐÐÙ Z=2kZ, É ÐÕÓÔØ ˚_0, ˚_1, : : : , ˚_{2k−1} | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÎÅÊ: ˚_0 | ÅÄÉÎÉÃÁ Œ Z=2kZ, ˚_1 | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ. œŒÅÄčÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A_k ⊗C_{2k} Z_2-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ, ÐÏÌÏÖÉŒ deg(”_0 ⊗˚_1) = 1 É deg(”_1 ⊗˚_0) = 1. ðÕÓÔØ (A_k ⊗ C_{2k})^0 | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ A_k ⊗ C_{2k}, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ ÎÕÌØ. üÌÅÍÅÎÔ ”_{k+1} ⊗ ˚_k ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 2 Œ (A_k ⊗ C_{2k})^0. ðÏÌÏÖÉÍ

V = (A_k ⊗ C_{2k})^0=(A_k ⊗ C_{2k})^0(”_k ⊗ ˚_k − 1):

V | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÏÎÁ | ÆÁËÔÏÒ (A_k ⊗C_{2k})^0 ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÍÕ ”_k ⊗˚_k−1. âÁÚÉÓ Œ V | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ”_i ⊗ ˚_j, ÇÄÅ i + j ÞčÔÎÏ É i ¡ k. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S_k | ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ g | ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ E, (∑ (”_i ⊗ ˚_j)^2

)_g = ∑ a_g(i; j) · ”_i ⊗ ˚_j:

úÄÅÓØ ”_i ⊗ ˚_j | ÂÁÚÉÓ Œ V . ôÏ ÅÓÔØ ÍÙ g-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÍ ÐÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ a_g(0; 0) ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S_k.

üÔÏÔ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ VOA. á ÉÍÅÎÎÏ, Œ ÔÅÏÒÉÉ VOA ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ĂÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒĄ. üÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔÎÏÓÉÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÛÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ S_k ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ (ÉÚ ÎÅËÏÊ ŒÅÒÔÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÏÐÉ- ÓÁÔØ ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ).

üÔÏ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ. éÍÅÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÐÏÈÏÖÉÈ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ Ñ ÏÂSSÑÓ- ÎÑÌ ÒÁÎØÛÅ), ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ i. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ïÎÉ ÐÏ- ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ F (z_1; : : : ; z_n), ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ z ÉÍÅÀÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ. äÌÑ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ. œÏÚÎÉËÁÀÔ ÏÂSSÅËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÙÍ É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ É ÂÒÁÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÌÉÚËÏ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÏÄÕ- ÌÅÊ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. åÓÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ (ÉÌÉ ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÉÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÙ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÒÔÁ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑÍÉ. éÚŒÅÓÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ËÁ- ÓÁÀÔÓÑ, ÓËÏÒÅÅ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ïÄÎÏ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÉÎÔÅ- ÒÅÓÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÎÓÔÁÎÔÏÎÏŒ. üÔÏ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. îÏ ÔÅ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ, ÎÅ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÅÇÏ ËÁË ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÞÅÇÏ-ÎÉÂÕÄØ. âÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ ÉÎ- ÔÅÒÅÓÎÏ (ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÉÅ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÏŒÌÅÞÅÎÙ Œ ÉÇÒÕ, ÍÏÖÎÏ).

óÉÔÕÁÃÉÑ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ E ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Mod(SL_2; E) (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÄÕÌÅÊ SL_2-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ). üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÈÏÒÏÛÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÁ- ËÉÍ ÁÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÄÁÎÎÙÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ- ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÂÅÒčÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÕÔ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÅÓÔØ ÐÏÌÎÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ. œÅÒÔÅËÓÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ; ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÏÖÅ. œ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.