ãÆÁÓÍÁÎ í.á. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÔÅÏ- ÒÉÑ ÞÉÓÅÌ É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÐÌÏÔÎÙÍ ÕÐÁËÏŒËÁÍ

4 ÍÁÑ 2000

œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÅÒÉÏÄÙ É ÏÂÌÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÄÒÕÇ ÎÁ- ÞÉÎÁÀÔ ÂÕÒÎÏ ÒÁÚŒÉŒÁÔØÓÑ É ÐÏÔÏÍ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÓÏÚÎÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ. œ ÔÅÏ- ÒÉÉ ÞÉÓÅÌ XX ŒÅËÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÅÖÄÕ ÔÅÏÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ.

0.1 þÉÓÌÏŒÙÅ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÑ

ôÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z. œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (p). œÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÇÌÁŒÎÙÅ; ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. (îÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ.) æÁËÔÏÒ Z=(p) ËÏÎÅÞÅÎ (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ).

ëÁËÉÅ ÅÝč ËÏÌØÃÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ? íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÏÂÒÁÔÉÔØ ÞÉÓÌÏ 2, Ô.Å. ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÌØÃÏ Z

[_1 2 ] . ôÏÇÄÁ ÉÓÞÅÚÁÅÔ ÉÄÅÁÌ (2), Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ. íÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ: Z [_1 3 ;^1_7 ] . ôÏÇÄÁ ÉÓÞÅÚÎÕÔ ÄŒÁ ÉÄÅÁÌÁ.

ôÁËÉÅ ËÏÌØÃÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Z; ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÁÍÉ ÏÎÉ ÂÏÌØÛÅ, ÎÏ ÉÄÅÁÌÏŒ Õ ÎÉÈ ÍÅÎØÛÅ. ëÏÌØÃÏ Z[i] ÔÏÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÔÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÁ Z[ √ 2] É Z[^{10} √ 1]. äÁÌÅËÏ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ËÏÌÅÃ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÂÕÄÅÔ ÇÌÁŒÎÙÍ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ Z[ √ −5].

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÉÐ ËÏÌÅÃ. ðÕÓÔØ R | ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ (ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ). âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎčÔÅÒÏŒÏ, Ô.Å. ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ) a_1 ⫋ a_2 ⫋ : : : , ÔÏ ÜÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ËÏÎÅÞÎÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÏÌØÃÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, Ô.Å. ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (0) ⫋ p ⊂ p^′, ÔÏ p = p^′. ïÄÎÏÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ R ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ Z, Ô.Å. ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ ZËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. îÁËÏÎÅÃ, Ñ ÐÏÔÒÅÂÕÀ, ÞÔÏÂÙ ÆÁËÔÏÒ R=p ÂÙÌ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÅÍ, Á ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÌØÃÕ R ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅË- ÔÒÏÍ ËÏÌØÃÁ. ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÐÅËÔÒ | ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓËÏÇÏ); ÚÁÍËÎÕÔÙ ŒÓÅ ËÏÎÅÞ- ÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞÅË, Á ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ËÒÉŒÕÀ, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ëÒÏÍÅ

ÔÏÇÏ, Œ ÓÔÏÒÏÎÅ ÅÓÔØ ÅÝč ÔÏÞËÁ (0), Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ŒÓÑ ËÒÉŒÁÑ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ).

ëÁËÉÅ ÅÝč ËÏÌØÃÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ? îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ËÏÌØÃÏ Z = F_q [t] | ËÏÌØÃÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

ñ ÎÁÐÏÍÎÀ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ:

• |F_q | = q = p^n, Ô.Å. ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅ- ÎØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ;

• ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÔÅÌÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ (Ô.Å. ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ);

• ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ F^∗_q ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ;

• ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ q ÐÏÌÅ F_q ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ;

• ÌÀÂÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÐÒÉ- ÞčÍ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ (ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F_q | ÐÏÌÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0). • ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ Gal(—F_q =F_q ) ÅÓÔØ ^Z | ÐÒÏËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ É ŒÓÅÇÄÁ ÃÉËÌÉÞÎÏ;

• ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ —F_q = ⋃ m≥1 F_qm .

úÁÄÁÞÁ 0.1. óÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉ F_8 ÐÏÄÐÏÌÅ F_4?

ðÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ Z = F_q [t] ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ( P (t) ) , ÇÄÅ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ F_q . åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ É deg P = m, ÔÏ Z= ( P (t) ) = F_qm , Ô.Å. ÆÁËÔÏÒ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ.

åÓÌÉ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÄŒÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, F_q [t; x]=(x) = F_q [t] | ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ (ÄÁÖÅ ÎÅ ÐÏÌÅ). îÏ ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(t; x) ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ F_q [t; x]= ( Q(t; x) ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÔÅÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ÒÁÎØÛÅ. œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÎÅ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÂÕÄÅÔ ÇÌÁŒÎÙÍ, ÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ É ÎÅ ÂÙÌÏ.

ïÂÓÕÄÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ Q(t; x) = 0 ÚÁÄÁčÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÒÉŒÕÀ. ëÏÌØÃÏ F_q [t; x]= ( Q(t; x) ) | ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ (ÆÕÎËÃÉÑ R(t; x)=S(t; x) ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÁ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ, ÅÓÌÉ S ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÁÈ ËÒÉŒÏÊ; ÚÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ËÒÉŒÏÊ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÚ F_q , Á É ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ). úÄÅÓØ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏÛÌÉ ÄÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ F_q [t; √ t^3 − 1] ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌ- ÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ y^2 = t^3 − 1.

ï ËÒÉŒÙÈ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÄÕÍÁÔØ, ËÁË Ï ËÒÉŒÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÏÔÌÉ- ÞÉÑÍÉ. ëÏÇÄÁ ÅÓÔØ ËÒÉŒÁÑ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÄÌÑ ÎÁÓ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Åč ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÚÁÔÅÍ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ, Á ÕÖÅ ÚÁÔÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÔÏÞÅË ÎÁÄ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ.

æÁËÔ 0.1. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ R ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÙ ÎÁ Ó. 1; K | ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ char K = 0 É [K : Q] ¡ ∞ (ÐÏÌÅ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ), ÌÉÂÏ char K = p É [K : F_q (t)] ¡ ∞ (ÐÏÌÅ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ q É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ X (ÇÌÁÄËÁÑ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ K = F_q (X) (ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X).

äÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÐÒÉŒÙË Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÕÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ. íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏÌÅ —F_q (X) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ Gal(—F_q =F_q ). òÁŒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÅÓÔØ ÏÒÂÉÔÁ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ, ÓÏÓÔÏ- ÑÝÁÑ ÉÚ m ÔÏÞÅË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÑ K, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÆÁËÔÅ 0.1, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÌÏÂÁÌØ- ÎÙÍÉ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÞÉÓÌÏŒÙÍÉ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÐÏÄËÏÌØÃÁ Œ K ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÔÉÐÁ. þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ, ÎÕÖÎÏ ÎÁÐÏ- ÍÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÃÅÌÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÏ a ∈ K ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÃÅÌÙÍ, ÅÓÌÉ a | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^m + a_1x^{m−1} + · · · + a_m, ÇÄÅ a_i ∈ Z.

æÁËÔ 0.2. ðÕÓÔØ O | ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ Œ ÐÏÌÅ K, S | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ O. åÓÌÉ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÉÄÅÁÌÙ ÉÚ S, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÌØÃÏ O_S . œ ÞÉÓÌÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØÃÁ ŒÉÄÁ O_S Œ K | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÎÁ Ó. 1.

úÁÄÁÞÁ 0.2. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Œ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ, ÔÁË É ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ.

áÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÁ, ÎÏ É ÏÞÅÎØ ÐÒÏÄÕËÔÉŒÎÁ. ðÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ñ ÏÇÒÁÎÉÞÕÓØ ÏÄÎÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ.

œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÄÚÅÔÁ{ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ

ı_Z(s) = ı_Q(s) = ∑ n¿0 1 n^s = ∏ p ( 1 − 1 p^s )_{−1} : òÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re s ¿ 1. úÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÜÔÉÍ ÒÑÄÏÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ; Œ ÔÏÞËÅ 1 ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏ- ÌÀÓ. äÚÅÔÁ{ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

~_Q(s) = ß^{−s=2}` ( s 2 ) ı_Q(s):

ôÏÇÄÁ ~_Q(1 − s) = ~_Q(s):

òÉÍÁÎ ŒÙÓËÁÚÁÌ ÇÉÐÏÔÅÚÕ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÕÌÉ ÄÚÅÔÁ{ÆÕÎËÃÉÉ, ËÒÏÍÅ ÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÙÈ ÎÕÌÅÊ Œ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ −n, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ Re s =^1_2 . üÔÁ ÇÉ- ÐÏÔÅÚÁ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. äÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÜÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ (É Åč ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ) ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ŒÁÖÎÁ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÔÉÐÁ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÄÚÅÔÁ{ÆÕÎËÃÉÀ

ı_R(s) = ∑ a 1 N(a)^s = ∏ p ( 1 − 1 N(p)^s )_{−1} : úÄÅÓØ N(a) | ÎÏÒÍÁ ÉÄÅÁÌÁ a, Ô.Å. ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ R=a.

æÕÎËÃÉÑ ı_R(s) ÑŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÌØÃÁ R: ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ŒÙÐÁÄÅÔ. á ŒÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ~_R(s) ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ K. üÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ~_K (s).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÐÏÌÑ F_q (t) ÆÕÎËÃÉÑ ~ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ:

~_{Fq(t)}(s) = 1 (1 − q^{−s})(1 − q^{1−s}) : âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

P_X (q^{−s}) (1 − q^{−s})(1 − q^{1−s}) ; ÇÄÅ P_X | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 2g (ÕÄŒÏÅÎÎÙÊ ÒÏÄ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ X, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ).

œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÚÅÔÁ{ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ; ÄÌÑ ÎÅč ÇÉÐÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ. üÔÏ ÔÉÐÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ: Œ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ Œ ÞÉÓÌÏŒÏÍ.

áÎÁÌÏÇÉÉ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏŒÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÕ ZÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÏÌØÃÏ Z =

F_q [t]; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ q ËÏÌØÃÏ ÓŒÏč. ðÒÏÓÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ (p) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ( P (t) ) , ÇÄÅ P | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÌÑ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ sgn : Z\ {0} → {±1}. åč ÁÎÁÌÏÇ sgn : Z \ {0} → {F^∗_q } ÕÓÔÒÏÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Q(t) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÁÒ- ÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉ ÞÉÓÅÌ e É ß; ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÁÍÍÁ{ÆÕÎËÃÉÀ. üÔÉÍ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ L. Carlitz É ÅÇÏ ÛËÏÌÁ.

0.2 õÐÁËÏŒËÉ ÛÁÒÏŒ

õÐÁËÏŒËÉ ÛÁÒÏŒ ÍÅÎÑ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ, Á ËÁË ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÊ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÔÅÏÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^N ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ- ËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÂSSÅËÔ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÐÁ- ËÏŒËÏÊ ÛÁÒÏŒ. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÕÐÁËÏŒËÕ ÛÁÒÏŒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÒÁ- ÄÉÕÓ ÛÁÒÏŒ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÈ ÃÅÎÔÒÏŒ P ⊂ R^N. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÄÉÕÓ ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ | ÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÊ, Ô.Å. ÄÉÁÍÅÔÒ ÛÁÒÏŒ ÒÁŒÅÎ d = min_{x≠y; x;y∈P} ‖x − y‖.

åÓÔØ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÐÌÏÔÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÐÁËÏŒÁÔØ ÛÁÒÙ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ Œ ÄŒÕÈ ŒÉÄÁÈ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÅÎÔÒÏŒ É ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÅÎÔÒÏŒ L ⊂ R^N, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛčÔËÏÊ (ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ R^N ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ).

ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÕÐÁËÏŒËÉ ´(P ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ lim ÏÂSSčÍ ÛÁÒÏŒ Œ ËÏÒÏÂËÅ ÏÂSSčÍ ËÏÒÏÂËÉ : åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÅÒÈÎÉÊ (ÉÌÉ ÎÉÖÎÉÊ) ÐÒÅÄÅÌ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛčÔËÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÎÙÈ ÛÁÒÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÅÒÅÎÏÓÁÍÉ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ ÛÁÒ. ðÏÜÔÏÍÕ

´(L) =

V_N d^N 2^N covol(L) ; ÇÄÅ V_N | ÏÂSSčÍ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 1, covol(L) | ÏÂSSčÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÅÛčÔËÉ L (ËÏÏÂSSčÍ ÒÅÛčÔËÉ).

œ ÍÁÌÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÐÌÏÔÎÅÊÛÉÍÉ ÒÅÛčÔËÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛčÔËÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ËÏÒÎÅÊ: A_1, A_2, A_3, D_4, D_5, E_6, E_7, E_8. ïÄÎÁËÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ A_n É D_n (Á ÔÁËÖÅ B_n É C_n, ËÏÔÏÒÙÅ Ë ÎÉÍ ÓŒÏ- ÄÑÔÓÑ) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÐÌÏÈÉ. äÌÑ ÎÉÈ ´ ŒÅÄčÔ ÓÅÂÑ ËÁË n^{−n}. îÅ ÉÓ- ËÌÀÞÅÎÏ, ÞÔÏ Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÏÄÒÅÛčÔËÉ, ÎÏ ÍÙ ÉÈ ÎÅ ÚÎÁÅÍ.

œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÍÅÎÑ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ N ŒÅÌÉËÏ. ïÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÐÒÏÝÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ. åÓÌÉ ÄÁÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÒÅÛčÔÏË {L_N ⊂

R^N}, N → ∞, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÓÔÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÒÅÄÅÌ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÕÇÁÄÁÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÚÁ- ŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÊ ÒÅÛčÔËÉ L ⊂ R^N ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ ˘(L) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

´(L) = 2^{−˘(L)N}

É ÎÁÚÏŒčÍ ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË:

˘({L_N }) = lim sup ˘(L_N ):

óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÒÅÛčÔÏË {L_N } ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ˘({L_N }) ¡ ∞.

ôÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÒÁŒÄÁÎÏ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {L_N } ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘({L_N }) ≥ 0; 5990 : : :. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {L_N }, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ˘({L_N }) = 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ). üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÅÛčÔËÁÍ. óÒÅÄÎÑÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ- ÞÅÓËÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÒÅÛčÔÏË ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ 1, Ô.Å. 2^{−N} | ÔÉÐÉÞÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÅÛčÔËÉ.

œÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {L_N }, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ˘({L_N }) ¡ 1, ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÏÔËÒÙÔ.

ðÒÉÄÕÍÁÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÒÅÛčÔÏË Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔØÀ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÐÒÏÓÔÏ. ôÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÒÁÚÕ ÐÒÉÈÏÄÑÔ Œ ÇÏÌÏŒÕ, ÄÁÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÒÅÛčÔÏË Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ. ðÅÒŒÙÅ Œ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÑŒÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÒÅÛčÔÏË Ó ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. îÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÃÅÌÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÎÙÅ, Ó ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÉÎÙÍÉ ÃÅÌÑÍÉ, äÉÒÉÈÌÅ É äÅÄÅËÉÎÄÏÍ.

ðÕÓÔØ K | ÞÉÓÌÏŒÏÅ ÐÏÌÅ, ÐÒÉÞčÍ [K : Q] = n = s + 2t, ÇÄÅ ÞÉ- ÓÌÁ s É t ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. þÉÓÌÏ s ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ŒÌÏÖÅÎÉÊ œ_i : K → R, Á ÞÉÓÌÏ t ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÁÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑ- ÖčÎÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ø_j : K → C (ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ R). îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ K ÎÁÄ Q ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÁ s + 2t.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ: K ⊂ R^s × C^t . ïÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÉÍ C Ó R^2, ÐÅÒÅŒÏÄÑ a + bi Œ (a + b; a − b). ôÏÇÄÁ R^s × C^t ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó R^n. ðÏÌÅ K ŒÌÏÖÅÎÏ Œ R^n ËÁË ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, œ : K → R^n. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ O_K Œ R^n | ÒÅÛčÔËÁ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. þÔÏÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÒÅÛčÔËÉ, ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ËÏÏÂSSčÍ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Åč ÔÏÞËÁÍÉ. äÌÑ ÒÅÛčÔËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ | ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. covol O_K = √ |D_K |, ÇÄÅ |D_K| | ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉ- ÞÉÎÁ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÐÏÌÑ K. (äÌÑ ÎÁÓ | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ.)

äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ | ÜÔÏ ÎÅËÉÊ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÐÏÌÑ. ðÏÚÖÅ Ñ ÓËÁÖÕ, Œ ËÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÏÎ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÅ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ t = 0. ðÕÓÔØ a ∈ O_K . ôÏÇÄÁ

|œ(a)| = √∑ œ_i(a)^2 ≥ √ n (∏ œ_i(a)

)_{2=n} ≥ √ n: ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ∏ œ_i(a) ÃÅÌÏÅ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ a | ÃÅÌÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

æÁËÔ 0.3. åÓÌÉ a | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ

(−1)^na_n = N_{K=Q}(a) = ∏ œ_i(a) ∏ (ø_j (a)—ø_j (a)) :

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÔÏÞÎÁÑ; ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 1. ôÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÅÒÎÁ É ÔÏÞÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÅÊ. (ðÒÏŒÅÒØÔÅ!) œÅËÔÏÒÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÓÕÔØ ÏÂÒÁÚÙ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ Œ ÐÏÌÅ K.

éÔÁË, ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÅÛčÔËÉ ÏÃÅÎÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÙ ÐÏÌÑ (ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÄ Q). ôÅÐÅÒØ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÏÌÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ŒÅÌÉËÁ. ðÏËÁ Ñ ÐÒÏ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÕ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÁÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ.

œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ äÉ- ÒÉÈÌÅ Ï ÅÄÉÎÉÃÁÈ; ÏÎÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅ- ÌÙÈ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎÁ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÒÅÛčÔËÉ. äÌÑ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÒÅÛčÔËÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÏÌÑ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. þÔÏÂÙ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ, ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K^∗ → R^{s+t}, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ a → (ln |œ_1(a)|; : : :; ln ( ø_1(a)—ø_1(a) ) ; : : :):

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÛčÔËÕ, ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ O^∗_K | ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÃ ÐÏÌÑ K. (þÉÓÌÏ a ∈ K ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ a ∈ O_K É a^{−1} ∈ O_K .) ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ O^∗_K ÌÅÖÉÔ Œ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÉ H = { ∑ x_i = 0} É ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÅÛčÔËÏÊ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÅÝč ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏŒÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ | ÒÅÇÕ- ÌÑÔÏÒ ÐÏÌÑ K. ðÕÓÔØ L | ÜÔÏ ÔÁ ÒÅÛčÔËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ. ôÏÇÄÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ R_K ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

covol(L) = √ s + tR_K :

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K^∗ → R^{s+t} ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÐÏÌÅ K.

äÌÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÓÅÊÞÁÓ Ñ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÕ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏÖÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ñ ÈÏÞÕ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÕÀ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ.

œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÎÅÌØÚÑ ÎÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ É ÎÅ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÍ ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÍ ÆÁËÔÅ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÓÔÒÅÔÉŒÛÉÅÓÑ ÎÁÍ ÞÉÓÌÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Res_{s=1} ı_K (s) =

R_Kh_K w_K √ |D_K| : úÄÅÓØ h_K | ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÄÅÁÌÏŒ ÐÏÌÑ K, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÑ K ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ. æÁËÔÏÒ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ËÏÎÅÞÅÎ. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ É ÅÓÔØ h_K . äÁÌÅÅ, w_K | ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ K.

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÕÖÎÏÊ ÎÁÍ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÄÚÅÔÁ{ÆÕÎËÃÉÉ. éÍÅÎÎÏ ÒÁÂÏÔÁ Ó ÄÚÅÔÁ{ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÓč ÐÏÓÞÉÔÁÔØ.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÔÏ, Ó ÞÅÇÏ Ñ ÎÁÞÉÎÁÌ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. íÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÝÅ ÇÏ- ŒÏÒÉÔØ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ. œÁÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÍÎÅ ÐÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ Ñ ÎÁÚÙŒÁÀ ÐÒÑÍÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÑÍÉ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÏŒÙÍÉ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÎÏ Õ ÍÅÎÑ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅÔ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÌÁÄËÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ËÒÉŒÕÀ X ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ F_q . ðÕÓÔØ n | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒ- ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ n ¿ 0. äÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÚÄÅÓØ ÐÌÏÈÏ. ðÏ ÐÒÑÍÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ K | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, K^∗ | ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÃÅÌÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Ô.Å. ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÏ- ÌÀÓÏŒ. îÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÍÎÏÇÏ | ÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. úÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ.

ðÕÓÔØ S = X(F_q) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ O^∗_{K;S} , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X, ŒÓÅ ÎÕÌÉ É ÐÏÌÀÓÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ S. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÐÏÌÅ F_q , ÔÏ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÑŒÑÔÓÑ ÔÏÞËÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ S. áÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÔÁËÏÊ: Õ ËÒÉŒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÁÌÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ.

ðÕÓÔØ S = {P_1; : : :; P_n}. úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

O^∗_{K;S} → Z^n ⊂ R^n;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÂÏÒ (a_1; : : :; a_n) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Åč ÄÉŒÉÚÏÒÁ ∑ a_iP_i, ÇÄÅ

a_i = k; ÅÓÌÉ Œ ÔÏÞËÅ P_i ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k; −k; ÅÓÌÉ Œ ÔÏÞËÅ P_i ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k; 0; ÅÓÌÉ Œ ÔÏÞËÅ P_i Õ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ ÎÉ ÎÕÌÑ, ÎÉ ÐÏÌÀÓÁ.

ëÁË É Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ a_i = 0, Ô.Å.

ÓÕÍÍÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÀÓÏŒ. üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÆÕÎËÃÉÉ f ÌÅÖÉÔ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H = { ∑ x_i = 0}.

œ ÞÉÓÌÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÅÖÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ, É ÔÅÐÅÒØ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÅÖÁÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÅÚ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ | ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

ïÂÒÁÚ ÆÕÎËÃÉÉ | ÜÔÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ; ÄÉŒÉÚÏÒÙ É ÉÄÅÁÌÙ ÜÔÏ ÂÏ- ÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ëÏÏÂSSčÍ covol ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÂSSčÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛčÔËÉ Ó ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ H É ÞÅÒÅÚ ÉÎ- ÄÅËÓ ÎÁÛÅÊ ÒÅÛčÔËÉ Œ ÜÔÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛčÔËÅ. (òÅÛčÔËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ; ÉÎÄÅËÓ ÏÄÎÏÊ ÒÅÛčÔËÉ Œ ÄÒÕÇÏÊ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÉÎ- ÄÅËÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ ÇÒÕÐÐÅ.) éÎÄÅËÓ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÄÅÁ- ÌÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ covol ≤ h_K covol(Z^n ⋂ H) = h_K √ n: éÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ h_K ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË ÎÁ J_X (F_q ) (ÑËÏÂÉÁÎÅ ËÒÉŒÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÍ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ). ñËÏÂÉÁÎ | ÜÔÏ ÁÂÅÌÅŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÔÏÒ), ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ g. ôÏÞÅË, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÎÁ ÎčÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

íÙ ÏÃÅÎÉÌÉ ËÏÏÂSSčÍ. ïÃÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏ √∑ a^2_i . þÉÓÌÏ a_i ÃÅÌÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ a^2_i ≥ |a_i|. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, √∑ a^2_i ≥ √∑ |a_i| = √ 2 ∑ a_i¿0

|a_i| = √ 2 deg f:

òÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ a_i¿0 |ai| = deg f ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË. þÉÓÌÏ ∑ a_i¿0 |ai|

ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÎÕÌÑ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

íÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÏÃÅÎËÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ f. ðÒÑÍÕÀ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ g ≥ 1 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ. íÉÎÉÍÁÌØ- ÎÕÀ ÔÁËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ.

üÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ P^1 ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ |P^1(F_q )| = q + 1. ðÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |X(F_q )| = N. æÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁÄ F_q , ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ X(F_q ) Œ P^1(F_q ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, N ≤ (q + 1) deg f. ïÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÕÞÅÎÁ. ïÎÁ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÁ.

ðÏ ÐÏÌÀ K ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÁÑ ÒÅÛčÔËÁ L_K (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ). äÌÑ ÜÔÏÊ ÒÅÛčÔËÉ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ´(L_K ) ≥ : : : ÓÎÉÚÕ. üÔÁ ÏÃÅÎËÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÐÏÌÑ K.

äÁÌØÛÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÒÅ- ÛčÔÏË Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÅÇÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÔ ËÒÉŒÏÊ (ÞÔÏÂÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÒÅÛčÔËÉ ÂÙÌÁ ŒÅÌÉËÁ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ |X(F_q)| ÂÙÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÒÏÄÅ. ðÕÓÔØ |X(F_q)| = n_X . éÚŒÅÓÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ n_X ≤ q + 1 + 2g_X √ q: ïÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁÂÏÔ á. œÅÊÌÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÄÚÅÔÁ{ÆÕÎËÃÉÅÊ. äÒÉÎ- ÆÅÌØÄ É œÌÜÄÕÃ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÏÃÅÎËÕ: lim g_X →∞

n_X g_X ≤ √ q − 1:

æÁËÔ ÏÞÅÎØ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÊ, ÎÏ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ q | ËŒÁÄÒÁÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉÍÅÒ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÒÉŒÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ lim g_X →∞

n_X g_X = √ q − 1:

üÔÉ ËÒÉŒÙÅ ÂÅÒÕÔÓÑ ÕÖÅ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÃÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ ÔÒÕÄÎÁ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. þÔÏÂÙ ÔÏÞËÉ ÓÔÁÌÏ ÌÅÇÞÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÎÕÖÎÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÉÄÁÔØ ÎÅÞÔÏ ÉÎÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÏÅ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅ- ÌÁÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ËÒÉŒÙÅ, Á ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ. éÄÅÑ ÍÏ- ÄÕÌÑÒÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ, É ŒÏÏÂÝÅ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ E | ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 1. œÓÅ ËÒÉŒÙÅ ÒÏÄÁ 1 ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ- ÚÕÀÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ P^1. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÁÒÙ

(E; ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ):

ôÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÁËÒÙÔÉÅ ËÒÉŒÏÊ E ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÔÏÞ- ËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÁÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÁÎ- ÎÙÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÕÒÏŒÎÑ. ôÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ, ÒÏÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÕÒÏŒÎÑ ÍÏÖÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ŒÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÕÐÅÒÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ. ïËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ (ÎÅ ÂÕÄÕ ÕÔÏÞÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ)

ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÕÒÏŒÎÑ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁÄ ÓÕÐÅÒÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÈÏÔÑ É ÎÅ ÎÁÄ ÓÁÍÉÍ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÎÏ ÎÁÄ ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÅ F^√_q, ÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁÄ F_q . ïËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÂÕÄÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ. ôÁËÏŒ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ.

œ ÞÉÓÌÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÎÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ. ïÄÎÁ ÉÚ ŒÁÖÎÙÈ ÎÅ- ÒÅÛčÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÂÁÛÅÎ ÐÏÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ ËÒÉŒÙÍ.

œ ÞÉÓÌÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÒÅÄÓÔŒÁÍÉ | ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÏÌÅÊ ËÌÁÓÓÏŒ. œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÅÊ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÔÒÏÑÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÂÁÛÎÉ çÏÌÏÄÁ{ûÁÆÁÒÅŒÉÞÁ. üÔÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ çÏÌÏÄ É ûÁÆÁÒÅŒÉÞ ÒÁÚÒÅÛÉÌÉ Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÏÂÌÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌčÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ K_0 ⊂ K_1 ⊂ K_2 ⊂ : : :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ K_0 = Q ( cos^{2ß}_{11} ; √ −46 ) ÔÁËÁÑ ÂÁÛÎÑ ÄÁčÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÒÅÛčÔÏË Ó ˘({L_N }) ≈ 2; 22. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ 1, ÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÔÁËÏÊ ÕÖ ÐÌÏÈÏÊ. ëÏÇÄÁ ÎÁÞÉÎÁÌÉ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÐÌÏÔÎÙÈ ÕÐÁËÏ- ŒÏË, ÔÏ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÒÅÛčÔÏË Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ˘ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ, Á ÄÌÑ ÎÅÒÅÛčÔÞÁÔÙÈ ÕÐÁËÏŒÏË ÂÙÌÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ Ó ˘ = 6.

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏ- ÂÉÔØÓÑ ÌÕÞÛÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ. ôÁÍ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÔÉÐÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ. ïÄÎÁ | ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÔÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÇÏŒÏÒÉÌ. á Œ ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÁÑ Åč ÐÏÄÒÅÛčÔËÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ q = 9, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ q = 47^2. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ ˘ ≈ 1; 87 É ˘ ≈ 1; 39.

œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÛčÔÏË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÎÁÄ ÞÉÓÌÏŒÙÍ ÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ Åč ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÅÛčÔËÕ. üÌËÉÓ É ûÉÏÄÁ ÐÏÓÞÉÔÁÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÒÅÛčÔÏË. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÉ ÒÅÛčÔËÉ ÐÌÏÈÉ, ÎÏ ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÏ ÈÏÒÏÛÉ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÍÅÖÄÕ 100 É 1000. íÎÏ- ÇÉÅ ÔÁÂÌÉÞÎÙÅ ÒÅËÏÒÄÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÂÉÔÙ.

úÄÅÓØ ÓÏÂÒÁÌÉÓØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. íÏÊ ÐÒÉÚÙŒ: Œ ŒÁÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁŒÅÒÎÑËÁ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÒÅÛÅÔËÉ | ÎÅ ÐÏÌÅÎÉÔÅÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ŒÙ ÎÁÊÄčÔÅ ÎÏŒÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ.