áìçåâòá 1999/2000 II óåíåóôò

. , . , . , . , .

ìÉÓÔÏË 1

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ (ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ ÎÁ V ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅ- ÎÉÑ (v_1, v_2) → v_1 + v_2 É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓËÁÌÑÒ (α, v) → αv, α ∈ k, v, v_1, v_2 ∈ V ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

Á) V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å. ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

Á_1) v_1 + v_2 = v_2 + v_1 (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ); Á_2) (v_1 + v_2) + v_3 = v_1 + (v_2 + v_3) (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ); Á_3) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 ∈ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 0 + v = v ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V ; Á_4) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ∈ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ −v ∈ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ v + (−v) = 0. Â) Â_1) 1 · v = v ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V ;

Â_2) α(βv) = (αβ)v (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ). Œ) Œ_1) α(v_1 + v_2) = αv_1 + αv_2 (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ); Œ_2) (α + β)v = αv + βv (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ V ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ k | ÓËÁÌÑÒÁÍÉ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, v ∈ V , α ∈ k 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ α · 0 = 0 · v = 0; 2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ −v = (−1)v;

3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ αv = 0, ÔÏ ÌÉÂÏ α = 0 ÌÉÂÏ v = 0. ðÒÉÍÅÒÙ 1.1.

1) íÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 0 Ó ÏÞÅŒÉÄÎÙÍÉ ÐÒÁ- ŒÉÌÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓËÁÌÑÒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

2) ðÕÓÔØ K ⊃ k | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ôÏÇÄÁ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÅ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ.

3) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ (x_1, . . . , x_n) ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ k Ó ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔ- ÎÙÍÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k. 1

4) ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[T ] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ k[T ] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ deg f ≤ d ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ k[T ] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ deg f = d ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÐÏÞÅÍÕ?).

5) ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ F (X) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ k. ôÏÇÄÁ F (X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ k ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ V ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ (ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ V (Ô.Å. ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ) É ÐÅ- ÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÓËÁÌÑÒÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ëÁËÉÅ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ 1.1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÄÒÕÇÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ W1, W2 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W_1∩W_2 É ÓÕÍÍÁ W_1+W_2 = ∑ w1∈W1 w2∈W2 w_1 + w_2

(ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ W_1 É W_2; ÓÒ. ÎÉÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V .

ðÒÉÍÅÒ 1.2. ðÕÓÔØ α = (α1, . . . , αn), αi ∈ k, i = 1, . . . , n. œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.1, 3) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W_α = {(x_1, . . . , x_n) ∈ V |^n ∑ i=1 α_ix_i = 0}. ôÏÇÄÁ W_α | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V . ôÁËÉÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, É ÐÕÓÔØ A : V → W | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ (ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 ∈ V É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÏŒ α_1, α_2 ∈ k ÉÍÅÅÍ A(α_1v_1 + α_2v_2) = α_1A(v_1) + α_2A(v_2).

ðÒÉÍÅÒÙ 1.3.

1) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ V = C ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, É ÐÕÓÔØ z ∈ C | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_z : V → V ÆÏÒÍÕÌÏÊ v → zv. ôÏÇÄÁ A_z | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ A_z ÒÁÓÔÑÇÉŒÁÅÔ ŒÅËÔÏÒ v Œ |z| ÒÁÚ É ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔ ÎÁ ÕÇÏÌ Arg z).

2) ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ W = k. ôÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V → W ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÉÍÅÒÁ 1), Re v É Im v ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÁÍÉ, Á Arg v ÔÁËÏŒÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ.

3) ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ R, É ÐÕÓÔØ D : V → V | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ Å-Å ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ. ôÏÇÄÁ D | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ.

4) ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0, 1], É ÐÕÓÔØ I : V → R | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ

ÆÕÎËÃÉÉ f ÞÉÓÌÏ^1 ∫ 0 f(t)dt. ôÏÇÄÁ I | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. âÏÌÅÅ

ÏÂÝÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0, 1] ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ I_g : V → R, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀ-

ÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÞÉÓÌÏ^1 ∫ 0 f(t)g(t)dt (ÔÁË ÞÔÏ I = I_1). ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ

ÔÏÞËÁ x ∈ [0, 1] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÁÖÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ J_x ÎÁ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ J_x(f) = f(x). üÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g ŒÚÑÔØ Ăδ-ÆÕÎËÃÉÀ äÉÒÁËÁĄ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÕÀ ÔÏÞËÅ x.

5) ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. ôÏÇÄÁ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÌÅ k ≃

Z/pZ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÌÑ K, É ÑŒÌÑ-

ÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æÒÏ- ÂÅÎÉÕÓÁ F : K → K, F (a) = a^p. ôÏÇÄÁ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ïÓŒÅÖÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÓŒÏÀ ÐÁÍÑÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÚÁ ÐÒÏÛÌÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

1) ñÄÒÁ Ker A É ÏÂÒÁÚÁ Im A ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : V → W . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker A É Im A ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ;

2) íÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ; 3) æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ W ⊂ V . äÏËÁÖÉÔÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÁÎÁÌÏÇ ÚÁÄÁÞÉ 1.22 ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÚÁ ÐÒÏÛÌÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ d

ÉÚ R[T ] (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.1, 4)), É ÐÕÓÔØ A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÏ-

ÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÅÇÏ ŒÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ. îÁÊÄÉÔÅ Ker A É Im A. úÁÄÁÞÁ 1.6. ðÕÓÔØ W1, W2 ⊂ V | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (W_1 + W_2)/W_2 É W_1/(W_1 ∩ W_2).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ìÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f : V → k ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ W = Ker f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÁÎÎÏÍÕ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1.2. úÁÄÁÞÁ 1.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.

ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V Œ W ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Hom_k (V, W ). œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ W = V ,

ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom_k (V, V ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ End_k V , Á ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ (ÉÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ Œ ÓÅÂÑ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÚÁÄÁ-ÅÔ ÎÁ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ End_k V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ Endk V Œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ V ≃ k.

úÁÄÁÞÁ 1.10. äÌÑ ËÁËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V ÁÌÇÅÂÒÁ Endk V ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÁ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ Homk (V, k) ÎÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÍ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë V É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ V^∗.

úÁÄÁÞÁ 1.11. äÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V^{∗∗} ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë V^∗. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ρ : V → V^{∗∗}, ÐÏÌÏÖÉŒ ρ(v)(f) = f(v) ÐÒÉ v ∈ V , f ∈ V^∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ρ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÍÉ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÍ (Ô.Å. ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ρ ÎÅ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, É ÐÕÓÔØ

v_1, . . . , v_m ∈ V | ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ. œÅËÔÏÒ v ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, . . . , v_m, ÅÓÌÉ v = α_1v_1 + · · · + α_mv_m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓËÁÌÑÒÏŒ α_1, . . . , α_m ∈ k.

œÅËÔÏÒÙ v_1, . . . , v_m ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÉÈ ÎÅ- ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, Ô.Å. α_1v_1 + · · · + α_mv_m = 0 ⇒ α_1 = · · · = α_m = 0.

ìÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ⟨S⟩ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ S. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ⟨S⟩ = ⋂ L⊃S L. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V , ÅÓÌÉ ⟨S⟩ = V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. ðÕÓÔØ S | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ S ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ S.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏ-

ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂ V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ⟨S⟩ = V É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.1?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ S = {e1, . . . , en} ⊂ V ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÅÓÌÉ

(i) ⟨S⟩ = V ;

(ii) ŒÅËÔÏÒÙ e_1, . . . , e_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 1.14. ðÕÓÔØ e1, . . . , en | ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ

k, É ÐÕÓÔØ v_1, . . . , v_m | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V . äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1) m ≤ n; 2) m = n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v_1, . . . , v_m ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ V . õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4, 3)).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ-ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. œÓÅ ÂÁÚÉÓÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ n, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ V ÎÁÄ k É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dim_k V ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ dim V . ðÒÉÍÅÒ 1.4. ðÕÓÔØ K ⊃ k | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. åÓÌÉ K | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim_k K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [K : k] (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [C : R] = 2; ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, [K : K] = dim_K K = 1). úÁÄÁÞÁ 1.15.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K ⊃ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏ;

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K ⊃ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ; 3) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏ- ÌÅÊ K ⊃ k;

4) ðÕÓÔØ ξ ∈ C | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ, f ∈ Z[T ] | ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. îÁÊÄÉÔÅ [Q(ξ) : Q].

úÁÄÁÞÁ 1.16. ðÕÓÔØ K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÇÄÅ p = char K | ÐÒÏÓÔÏÅ, Á n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

úÁÄÁÞÁ 1.19. ðÕÓÔØ a ∈ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 1, T −a, (T −a)^2, . . . (T −

a)^d ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ d ÉÚ k[T ]. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (T ) ∈ k[T ], deg P ≤ d ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ.

úÁÄÁÞÁ 1.20. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ d ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÊÄÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 1.21. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

1) íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · (Ô.Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V_i ≠ V_{i+1}; ÔÁËÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÌÁÇÏÍ) ÒÁŒÎÁ n + 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ dim V_i ≥ i É dim V_i = i ÐÒÉ ŒÓÅÈ 0 ≤ i ≤ n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÌÁÇ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ;

2) íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ V_0 ⊃ V_1 ⊃ · · · (Ô.Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V_i ≠ V_{i+1}) ÒÁŒÎÁ n + 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ dim V_i ≤ n − i É dim V_i = n − i ÐÒÉ ŒÓÅÈ 0 ≤ i ≤ n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÌÁÇ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 1.22. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, W ⊂ V | m- ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V /W .

úÁÄÁÞÁ 1.23. ðÕÓÔØ W1, W2 ⊂ V | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim W_1 + W_2 = dim W_1 + dim W_2 − dim W_1 ∩ W_2.

úÁÄÁÞÁ 1.24. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, A : V → W | ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. îÁÊÄÉÔÅ dim Ker A + dim Im A.

úÁÄÁÞÁ 1.25. ðÕÓÔØ W ⊂ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ W_1, . . . , W_m

ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ W =^m ⋂ i=1 W_i (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 1.8).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.26. ðÕÓÔØ V1 É V2 | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ðÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ (ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ) V_1 É V_2 ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (v_1, v_2), v_1 ∈ V_1, v_2 ∈ V_2 Ó ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ k. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ V_1 É V_2 ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ V_1 ⊕ V_2, Á ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ÞÅÒÅÚ V_1 × V_2 (ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÑ- ÍÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ/ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = V_1 ⊕ V_2 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÏŒÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ V_1 É V_2 É ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.27. ðÕÓÔØ V1, V2 | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ A : V_1 ⊕ V_2 → V_1 + V_2, A(v_1, v_2) = v_1 + v_2. îÁÊÄÉÔÅ Ker A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, É ÐÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ dim (Im A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ rk A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ rk A ≥ 0 É rk A = 0 ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ A = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, rk A ≤ dim W , É, ÒÅÛÉŒ ÚÁÄÁÞÕ 1.24, ŒÙ ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ rk A ≤ dim V . åÓÌÉ rk A = min {dim V, dim W }, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.28. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, É ÐÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÎÇÁ ÏÄÉÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ A(v) = f(v) · w, ÇÄÅ f ∈ V^∗, w ∈ W .

úÁÄÁÞÁ 1.29. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, É ÐÕÓÔØ

A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ:

1) rk A = m;

2) A = A_1 + · · · + A_m, ÇÄÅ A_1, . . . , A_m | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÒÁÎÇÁ ÏÄÉÎ, É A ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ A = A_1 + · · · + A_r, ÇÄÅ A_1, . . . , A_r | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÒÁÎÇÁ ÏÄÉÎ É r < m.

úÁÄÁÞÁ 1.30. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ, char k = 0, ÐÕÓÔØ x1, . . . , xr ∈ k | ÎÁÂÏÒ (ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ k, ÐÕÓÔØ m_1, . . . , m_r | ÎÁÂÏÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É

ÐÕÓÔØ V =^r ⨁ i=1 V_i, ÇÄÅ V_i | m_i-ÍÅÒÎÏÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ

k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P_d ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ k[T ] ÓÔÅÐÅÎÉ,

ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÊ d. ðÕÓÔØ φ : P_d → V | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ φ =^r ⨁ i=1 φ_i,

ÇÄÅ φ_i(f) = (f(x_i ), f^′(x_i), . . . , f^{(mi −1)}(x_i)), f(T ) ∈ P_d.

1) ðÒÉ ËÁËÉÈ d É m_i ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

a) ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ? b) ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ? c) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ?

2) úÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ∈ V ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ φ^{−1}(v). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÉÍÅÅÔ

ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m =^r ∑ i=1 m_i = d − 1.

4) îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ Œ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

a) r = m, m_i = 1, i = 1, . . . , r, d = m + 1; b) r = 1, m_1 = m, d = m + 1;

c) r = 2, m_1 = m_2 = a, m = 2a, d = 2a + 1.

ðÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^∗ : W^∗ → V^∗ ÆÏÒÍÕÌÏÊ A^∗(f(v)) = f(A(v)), ÇÄÅ f ∈ W^∗, v ∈ V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.10. ïÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÍ Ë A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^∗ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏÍ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ë ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ É ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) (A + B)^∗ = A^∗ + B^∗, ÇÄÅ A, B : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ; 2) (αA)^∗ = αA^∗, α ∈ k;

3) (BA)^∗ = A^∗B^∗, ÇÄÅ A : V → W , B : W → U;

4) åÓÌÉ V | ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ V^{∗∗} = V ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.11 ÉÍÅÅÍ A^{∗∗} = (A^∗)^∗ = A.

úÁÄÁÞÁ 1.32. ðÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÎÇÁ r. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^∗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.33. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ V^∗ | ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim V^∗ = dim V . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ e_1, . . . , e_n | ÂÁÚÉÓ V , Á f_i | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f_i(e_j ) = δ_{ij} , ÇÄÅ 1 ≤ i, j ≤ n, Á δ_{ij} | ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ, Ô.Å. δ_{ij} = { 1 ÄÌÑ i = j 0 ÄÌÑ i ≠ j

, ÔÏ f_1, . . . , f_n | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.11. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 1.33 ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏ-

ÐÒÑÖ-ÎÎÙÍ (Ë ÂÁÚÉÓÕ e_1, . . . , e_n).

ðÕÓÔØ W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , É ÐÕÓÔØ W^⊥ ⊂ V^∗ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÏÑ- ÝÅÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ W . éÎÏÇÄÁ W^⊥ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë W . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ W | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁ- ÄÁÎÎÁÑ Œ V ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(v) = 0, f ∈ V^∗ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.2), ÔÏ W^⊥ = kf | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ f. úÁÄÁÞÁ 1.34.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ Ó V ÎÁ W ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ V^∗/W^⊥ → W^∗. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ dim W^⊥ = dim V − dim W ;

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ; ÓÍ. ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÅ 1.17), ÔÏ ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ V Ó V^{∗∗} ÉÍÅÅÍ W^{⊥⊥} = (W^⊥)^⊥ = W ;

3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ W_1, W_2 ⊂ V | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ (W_1 + W_2)^⊥ = W^⊥_1 ∩ W^⊥_2 É (W_1 ∩ W_2)^⊥ = W^⊥_1 + W^⊥_2 .

úÁÄÁÞÁ 1.35. ðÕÓÔØ V É W | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, A : V →

W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W/ Im A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Coker A. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Ker A^∗ → (Coker A)^∗ É Ker A → (Coker A^∗)^∗. œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.12. ðÕÓÔØ V É W | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, É ÐÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. éÎÄÅËÓÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ind A = dim Coker A − dim Ker A.

úÁÄÁÞÁ 1.36. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : V → W ÉÍÅÅÍ ind A = dim W − dim V . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÎÄÅËÓ ÏÄÉÎÁËÏŒ Õ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÈÏÔÑ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ Õ ÒÁÚÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙ).

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ, É ÐÕÓÔØ w ∈ W | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ Av = w ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ŒÅËÔÏÒÎÙÍ) ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ, Á ŒÅËÔÏÒ v ∈ V | ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Av = w ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v ∈ Im A. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Av = w ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÏŒÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ v^′, ÇÄÅ v^′ = v + x, x ∈ Ker A (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!). õÒÁŒÎÅÎÉÅ Av = 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Av = w ÐÒÉ w ≠ 0 | ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ. òÅÛÉŒ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ŒÙ ÕÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÏÂÙÞÎÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. úÁÄÁÞÁ 1.37 (ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ). ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Av = w ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ w ∈ V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ v = 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Av = w ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ w ∈ V . úÁÄÁÞÁ 1.38. ðÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É ÐÕÓÔØ w ∈ W | ŒÅË- ÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Av = w ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ w ∈ Ker A^{∗⊥}. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÕ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ.

œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ 1.26 É 1.27 ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. åÇÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.13. ðÕÓÔØ V1, . . . , Vr | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ V_i É ÐÉÛÕÔ V =^r ⨁ i=1 V_i, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ v = v_1 + · · · + v_r, ÇÄÅ v_i ∈ V_i, i = 1, . . . , r.

úÁÄÁÞÁ 1.39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

a) V =^r ⨁ i=1 V_i; b) b_1) V = V_1 + · · · + V_r, b_2) V_i ∩ ∑ j≠i V_j = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 ≤ i ≤ r.

åÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ b_2) Œ b) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ

b^′_2) dim V =^r ∑ i=1 dim V_i.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.14. üÌÅÍÅÎÔ p ËÏÌØÃÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ

p^2 = p. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P : V → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ŒÄÏÌØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ 1.14.

úÁÄÁÞÁ 1.40. ðÕÓÔØ P : V → V | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

V = Ker P ⊕ Im P , ÐÒÉÞ-ÅÍ ÅÓÌÉ v = v_1 + v_2, v_1 ∈ Ker P , v_2 ∈ Im P , ÔÏ P (v) = v_2.

òÁÚÌÏÖÅÎÉÀ V =^r ⨁ i=1 V_i ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ P_i : V → V ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ P_i(v) = v_i, ÇÄÅ i = 1, . . . , r, v = v_1 + · · · + v_r. úÁÄÁÞÁ 1.41.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ P_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ (Ô.Å. P^2_i = P_i), ÐÒÉÞ-ÅÍ P_iP_j = 0 ÐÒÉ i ≠ j, Á ÉÈ ÓÕÍÍÁ^r ∑ i=1 P_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

2) ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ P_i : V → V , i = 1, . . . , r | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ P_iP_j = 0 ÐÒÉ i ≠ j É^r ∑ i=1 P_i = E, ÇÄÅ E : V → V | ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ (Ô.Å. E(v) = v ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V ; ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÔÁËÖÅ I ÉÌÉ id). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V =^r ∑ i=1 V_i, ÇÄÅ V_i = Im P_i, Á P_i(v) = v_i, v = v_1 + · · · + v_r.

úÁÄÁÞÁ 1.42. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A = BP , ÇÄÅ P : V → V | ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ, Á B : W → W , W = Im A = Im P | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ (Ô.Å. ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ) ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ðÕÓÔØ V É W | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, dim V = n, dim W = m, ÐÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É ÐÕÓÔØ e_1, . . . , e_n É f_1, . . . , f_m | ÂÁÚÉÓÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ

Ae_j =^m ∑ i=1 a_{ij} f_i, j = 1, . . . , n, ÇÄÅ a_{ij} ∈ k. íÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ m × n (a_{ij} ) ÎÁÚÙŒÁ-

ÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.43. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ ÉÚ V Œ W É ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ m × n-ÍÁÔÒÉÃ (Ó ÏÞÅŒÉÄÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Hom_k (V, V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ mn.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.44. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

1) îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f : V → k; 2) îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i : k → V , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ i(α) = αv, v =^n ∑ j=1 a_j e_j , ÇÄÅ e_1, . . . , e_n | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ;

3) îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ P : V → V Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1, . . . , e_m, f_1, . . . , f_l, ÇÄÅ e_1, . . . , e_m | ÂÁÚÉÓ Im P , Á f_1, . . . , f_l | ÂÁÚÉÓ Ker P .

ðÕÓÔØ U, V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ l, m É n ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, É ÐÕÓÔØ B : U → V É A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. œÙÂÒÁŒ ÂÁÚÉÓÙ Œ U, V É W , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ B m × l-, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A | n×m-ÍÁÔÒÉÃÕ. éÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ AB : U → W ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ n×l-ÍÁÔÒÉÃÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ A É B.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.45. œÙŒÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ (ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØÀ É ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁ- ÔÒÉÃ).

úÁÄÁÞÁ 1.46. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, dim V = n, dim W =

m, É ÐÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ V É W . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

a) rk A = 1 (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9); b) íÁÔÒÉÃÁ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

a_1 . . a_m · ( b_1 . . . b_n ) ,

ÇÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ-ÓÔÏÌÂÃÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ-ÓÔÒÏËÕ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1.45;

c) œÓÅ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ; d) œÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ; e) œÓÅ ÍÉÎÏÒÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | | | | a_{ij} a_{ik} a_{lj} a_{lk} | | | | = a^{ij} a^{lk} − a^{ik}a^{lj} , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

úÁÄÁÞÁ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.47. ðÕÓÔØ V , W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, dim V =

n, dim W = m, É ÐÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œÙÂÅÒÅÍ Œ V É W ÂÁÚÉÓÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÏÒÑÄËÁ m×n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

a) òÁÎÇ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁŒÅÎ r (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9); b) óÒÅÄÉ ÓÔÒÏË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ r ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ;

c) óÒÅÄÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ r ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ.

õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 1.46 É 1.29.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÔÒÏË (ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ) ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 1.48. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, dim V = n, dim W =

m, É ÐÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓÙ Œ V É W , ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ m × n, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ V^∗ É W^∗ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.33). îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^∗ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.10) Œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.49. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, dim V = n, É ÐÕÓÔØ e_1, . . . , e_n | ÂÁÚÉÓ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : V → V ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÁÚÉÓÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ, Ô.Å. Ae_1 = f_1, . . . , Ae_n = f_n | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ e_1, . . . , e_n É f_1, . . . , f_n | ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : V → V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A(e_i) = f_i, i = 1, . . . , n. íÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {e_i} Ë ÂÁÚÉÓÕ {f_i}.

úÁÄÁÞÁ 1.50. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, dim V = n, dim W =

m, ÐÕÓÔØ e^′_1, . . . , e^′_n É e^{′′}_1 , . . . , e^{′′}_n | ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á f^′_1, . . . , f^′_m É f^{′′}_1 , . . . , f^{′′}_m | ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , É ÐÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A^′ (ÓÏÏÔŒ. A^{′′}) ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÂÁÚÉÓÁÈ e^′_1, . . . , e^′_n

É f^′_1, . . . , f^′_m (ÓÏÏÔŒ. e^{′′}_1 , . . . , e^{′′}_n É f^{′′}_1 , . . . , f^{′′}_m), É ÐÕÓÔØ B : V → V | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e^′_1, . . . , e^′_n Ë ÂÁÚÉÓÕ e^{′′}_1 , . . . , e^{′′}_n, Á C : W → W | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ f^′_1, . . . , f^′_m Ë ÂÁÚÉÓÕ f^{′′}_1 , . . . , f^{′′}_m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^{′′} = C^{−1}A^′B. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.15. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ W ⊂ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : V → V , ÅÓÌÉ A(W ) ⊂ W . îÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ λ, ÅÓÌÉ Av = λv (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ kv | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.51. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÏÅË- ÔÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.14).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.52. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, dim V = n, ÐÕÓÔØ

A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É ÐÕÓÔØ W ⊂ V , dim W = m | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ Œ V ÔÁË, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÅ m ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ W . ëÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÍÁÔÒÉÃÁ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ? ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ A : V → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ A. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.53.

1) îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÅÇÏ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ;

2) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ; 3) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.17. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ A : V → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ A^k = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.54. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÒÁÎÇ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÓÅÂÑ? úÁÄÁÞÁ 1.55. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ?

a) œÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ; b) œÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ; c) œÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ; d) œÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ; e) œÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÒÁÎÇÁ r;

f) œÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÒÁÎÇ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ r. úÁÄÁÞÁ 1.56. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ?