áìçåâòá 1999/2000 II óåíåóôò

. , . , . , . , .

ìÉÓÔÏË 2

ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n^2. œÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÁ Œ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÁÚÉÓ Œ End_k V, V . ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ End_k V, V , ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÕÍÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ, Ô.Å. ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ´(A) = 0, ÑŒÌÑÀÝÉÍÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (a_{ij} ) ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ A Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÂÁÚÉÓÅ. éÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.47 ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ´(A) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÔÏÌÂÃÙ (ÉÌÉ ÓÔÒÏËÉ) ÍÁÔÒÉÃÙ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. ïÄÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÁ | ÜÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSS-ÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ-ÓÔÏÌÂÃÙ. œ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÌÕÞÁÑÈ (ÐÒÑÍÁÑ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ) ÆÕÎËÃÉÑ ´ ÏÔ n ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V (ÓÔÏÌÂÃÏŒ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ (Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÈ ŒÄÏÌØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ):

Á) ´ ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ô.Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 6 j 6 n ÉÍÅÅÍ ´(a_1, . . . , a^′_j + a^{′′}_j , . . . , a_n) = ´(a_1, . . . , a^′_j , . . . , a_n) + ´(a_1, . . . , a^{′′}_j , . . . , a_n), ÇÄÅ a_1, . . . , a_{j−1}, a_{j+1}, . . . , a_n, a^′_j , a^{′′}_j ∈ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ´ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ.

Â) åÓÌÉ a_{j1} = a_{j2} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ 1 6 j_1 < j_2 6 n, ÔÏ ´(a_1, . . . , a_n) = 0.

üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÄÌÑ ÏÂSS-ÅÍÁ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ- ÓÔØÀ (ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÎÁÚŒÁÎÉÑ ÓÍ. ÎÉÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1).

Œ) ðÕÓÔØ e_i ∈ V | i-ÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Ô.Å. e^j_i = δ_{ij} , ÇÄÅ δ_{ij} | ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ´(e_1, . . . , e_n) = 1 (ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. æÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ n×n-ÍÁÔÒÉÃ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ Á){Œ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÉÌÉ ÄÅÔÅÒÍÉ- ÎÁÎÔÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(a_1, . . . , a_n) ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ Â) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_i É a_j , i ≠ j Å-Å ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ. 1

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ ´(a_1, . . . , a_n) | ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÕÄÏŒÌÅ-

ÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ Á){Œ). ôÏÇÄÁ

´(a_1, . . . , a_n) = ∑ (k1,k2,...,kn) sgn (k_1, k_2, . . . , k_n)a_{k11}a_{k22} · · · a_{knn},

ÇÄÅ (k_1, k_2, . . . , k_n) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÞÉÓÅÌ 1, 2, . . . , n,

Á sgn (k_1, k_2, . . . , k_n) = { 1 , ÅÓÌÉ (k_1, k_2, . . . , k_n) | Þ-ÅÔÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ;

−1, ÅÓÌÉ (k_1, k_2, . . . , k_n) | ÎÅÞ-ÅÔÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n > 0. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÊ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÙÊ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ det A.

úÁÄÁÞÁ 2.2. ðÕÓÔØ A | n × n-ÍÁÔÒÉÃÁ, É ÐÕÓÔØ A^t | ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 1.48, A^t ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^∗ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A = det A^t.

úÁÄÁÞÁ 2.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 2.4. ðÕÓÔØ A É B | ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n × n. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det AB = det A · det B.

úÁÄÁÞÁ 2.5. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 1.50, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A : V → V ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ V .

úÁÄÁÞÁ 2.6. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A : V → V ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÅÍÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. úÁÄÁÞÁ 2.7. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, W ⊂ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ W | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÌÑ A, É ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ Œ V ËÁË Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 1.52. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ A) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ A = ( B C 0 D ) , ÇÄÅ B É D | ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A = det B · det D.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ r × r-ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÍÉÎÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ r ÍÁÔÒÉÃÙ A.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÍÉÎÏÒÁ ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÍÉÎÏÒÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ n×n-ÍÁÔÒÉÃÁ. íÉÎÏÒ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ, ÒÁÓÐÏÌÏ- ÖÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÍÉÎÏÒÏÍ. íÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ŒÙÞ-ÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ÉÚ A i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j- ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ (−1)^{i+j} , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_{ij} É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A_{ij} .

úÁÄÁÞÁ 2.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÎÇÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÅÍÕ ÍÁÔÒÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 2.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A = ∑ i a_{ij} A_{ij} = ∑ j a_{ij} A_{ij} . úÁÄÁÞÁ 2.10. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ n × n-ÍÁÔÒÉÃÁ (Ô.Å., ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 2.6, det A ≠ 0), É ÐÕÓÔØ A^{−1} | ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (Ô.Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

A^{−1} = 1 det A · A_{11} A_{21} . . . A_{n1} A_{12} A_{22} . . . A_{n2} . . . . ... . . A_{1n} A_{2n} . . . A_{nn} .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ A | n×n-ÍÁÔÒÉÃÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (λ) = det (A − λE) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

úÁÄÁÞÁ 2.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ n × n-ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÕÍÍÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ P (λ) | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

ÍÁÔÒÉÃÙ A, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ λ^{n−1} ÒÁŒÅÎ (−1)^{n−1} tr A, ÇÄÅ tr A =^n ∑ i=1 a_{ii} | ÓÌÅÄ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

éÚ ÚÁÄÁÞÉ 2.5 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 2.11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ (É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Å-Å ÓÌÅÄ) ÔÁËÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.12. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ

A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

a) λ ∈ k | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ A;

b) λ ∈ k | ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÁÌ-

ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : V → V ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, ÐÕÓÔØ A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É

ÐÕÓÔØ P (λ) =^r ∏ i=1 (λ − λ_i)^{ni}, λ_i ≠ λ_j ÐÒÉ i ≠ j,^r ∑ i=1 n_i = n | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A. íÎÏÖÅÓÔŒÏ {λ_1, . . . , λ_r} ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ n_1 = · · · , n_r = 1, Ô.Å. ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÅËÔÒ.

úÁÄÁÞÁ 2.13. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, É ÐÕÓÔØ A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÕÓÔØ λ_1, . . . , λ_r, λ_i ≠ λ_j ÐÒÉ i ≠ j | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A, É ÐÕÓÔØ V_i |

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ λ_i (Ô.Å. V_i = {v ∈ V | Av = λ_iv}). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô.Å. V_1 + · · · + V_r = V_1 ⊕ · · · ⊕ V_r.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ

ÐÏÌÅÍ k, É ÐÕÓÔØ A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ. ôÏÇÄÁ Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ A, Ô.Å. A ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ŒÁÖÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÎÏ ÍÙ ÐÏËÁ ÄÏ- ËÁÖÅÍ Å-Å ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.4 (çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ). ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, ÐÕÓÔØ A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É ÐÕÓÔØ P (λ) | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A. ôÏ- ÇÄÁ P (A) = 0.

ïÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÙ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R É C .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_R ÔÏ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅ- ÍÏÅ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R. ôÏÇÄÁ V_R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

úÁÄÁÞÁ 2.14. ðÕÓÔØ V { -n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ C , É ÐÕÓÔØ

e_1, . . . , e_n | ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e_1, . . . , e_n; ie_1, . . . , ie_n | ÂÁÚÉÓ ÏŒÅÝÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÑ V_R ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ÚÄÅÓØ i | ÍÎÉÍÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim_R V_R = 2 dim_C V .

úÁÄÁÞÁ2.15. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 2.14, ÐÕÓÔØ A = B + iC | ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A : V → V Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1, . . . , e_n. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ V_R → V_R Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1, . . . , e_n; ie_1, . . . , ie_n. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ Å-Å ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ V | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ J : V → V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ J^2 = −E.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á V_R | ÅÇÏ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ J ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÉÍÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ i ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌ- ÎÏÓÔØÀ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ V .

úÁÄÁÞÁ 2.16. ðÕÓÔØ (V, J) | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ J. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ J ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, (a+bi)v = av+bJ(v). œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ dim V ≡ 0 (mod 2), Á ÍÁÔÒÉÃÁ J Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ V ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( 0 −E E 0 ) , ÇÄÅ E | ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ^1_2 dim V .

úÁÄÁÞÁ 2.17. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 2.16 ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A : V →

V , ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.