áìçåâòá 1999/2000, II óåíåóôò

. , . , . , . , .

ìÉÓÔÏË 3

úÁÄÁÞÁ 3.1. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÌÞÁÎÁ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ).

úÁÄÁÞÁ 3.2. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÌÞÁÎÁ | ÃÅÐÏÞËÉ ÉÚ ÔÒčÈ ŒÅÒÛÉÎ É ÄŒÕÈ ÓÔÒÅÌÏË ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ (ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ).

úÁÄÁÞÁ 3.3. âÕÄÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒÙ (V ; V_1, V_2, V_3), ÇÄÅ V | ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á V_1, V_2, V_3 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V .

Á) ðÕÓÔØ U = U_1 = U_2 = U_3 = V_1 ∩ V_2 ∩ V_3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (U; U_1, U_2, U_3) ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Œ (V ; V_1, V_2, V_3).

Â) ðÕÓÔØ V_1 ∩ V_2 ∩ V_3 = 0. ðÏÌÏÖÉÍ U = U_1 = U_2 = V_1 ∩ V_2, U_3 = 0. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ (U; U_1, U_2, U_3) ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Œ (V ; V_1, V_2, V_3).

Œ) ðÕÓÔØ V_1 ∩ V_2 = V_1 ∩ V_3 = V_2 ∩ V_3 = 0. ðÏÌÏÖÉÍ U_1 = V_1 ∩ (V_2 + V_3), U_2 = V_2 ∩ (V_1 + V_3), U_3 = V_3 ∩ (V_1 + V_2), U = U_1 + U_2 + U_3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (U; U_1, U_2, U_3) ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Œ (V ; V_1, V_2, V_3).

Ç) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

Ä) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ŒÈÏÄÑÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÎÅ- ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

Å) ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÄÁÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ?

úÁÄÁÞÁ 3.4. (ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ) ðÕÓÔØ V | R-ÍÏÄÕÌØ, U, W ⊂ V | ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ. ôÏÇÄÁ U + W (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÙ Œ ŒÉÄÅ u + v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ u ∈ U, w ∈ W ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ W , ÐÒÉÞ-ÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ : u+(U ∩W ) → u + W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ U/(U ∩ W ) É (U + W )/W .

úÁÄÁÞÁ 3.5. (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ) ðÕÓÔØ V | R-ÍÏÄÕÌØ, W ⊂ V | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ É π : V → V /W | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ M = M/W | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ V = V /W ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ M ⊂ V ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ W ⊂ M, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÄÍÏ- ÄÕÌÅÊ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ W , É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ V . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, V /M ≃ V /M = (V /W )/(M/W ). 1

úÁÄÁÞÁ 3.6. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÓÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÅ ÒÑÄÙ Z-ÍÏÄÕÌÑ Z/(12Z). úÁÄÁÞÁ 3.7. ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

Á) ëÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ Z-ÍÏÄÕÌÉ É Ó ËÁËÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ŒÈÏÄÑÔ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎ- ÎÙÊ ÒÑÄ Z-ÍÏÄÕÌÑ Z/nZ?

Â) äÌÑ ËÁËÉÈ n Z-ÍÏÄÕÌØ Z/nZÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Z-ÍÏÄÕÌÅÊ. úÁÄÁÞÁ 3.8. ëÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ C [x]-ÍÏÄÕÌÉ É Ó ËÁËÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ŒÈÏÄÑÔ Œ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ C [x]-ÍÏÄÕÌÑ V = C^3 , Œ ËÏÔÏÒÏÍ x ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

2 3 −4 4 5 −8 3 4 −6 ? úÁÄÁÞÁ 3.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÏÂÒÁÔÉÍ. úÁÄÁÞÁ 3.10.

Á) îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ x Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R[x]_n ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ x ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅÊ n + 1.

Â) ôÏ ÖÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÄŒÉÇÁ f(x) → f(x + a).

úÁÄÁÞÁ 3.11. ðÕÓÔØ A É B | ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ( A 0 0 B )

ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÁÔÒÉÃ A É B. úÁÄÁÞÁ 3.12. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ U ⊆ V ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ W , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ W ⊆ V , ÞÔÏ V = U ⊕ W . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ;

Â) ÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍ- ÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓŒÏÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ;

Œ) ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ. úÁÄÁÞÁ 3.13. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ

C . ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ V = U ⊕ W . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.14. îÁÊÄÉÔÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A É ŒÙÑÓÎÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÅÓÌÉ A^2 = E; A^2 = A.

úÁÄÁÞÁ 3.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÀ AB − BA = B, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ B ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.16. ðÕÓÔØ A É B | ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ tr A^m = tr B^m ÄÌÑ ŒÓÅÈ m = 1, . . . , n, ÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÁ- ÔÒÉÃ A É B ÒÁŒÎÙ. úÁÄÁÞÁ 3.17.

Á) ðÕÓÔØ A É B | ÌÀÂÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÁÔÒÉÃ AB É BA ÒÁŒÎÙ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n×n ÍÁÔÒÉÃ A É B, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÍÁÔÒÉÃÁ AB ÐÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ BA.

Œ) œÓÅÇÄÁ ÌÉ ŒÅÒÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Â) ÄÌÑ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ? úÁÄÁÞÁ 3.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. úÁÄÁÞÁ 3.19.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A_s É A_n.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A_s É A_n ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ A ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É B Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ A^2 = B^2 = E, ÔÏ Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÌÉ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É B. úÁÄÁÞÁ 3.21.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ XY − Y X = E ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃÁÈ X, Y ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

Â) œŒÅÄÉÔÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÒÏË É/ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÕÓÌÏŒÉÊ, ËÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍ- ÎÏÖÁÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ Á) Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 3.22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ R/I ÐÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 3.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Î-ÅÔÅÒÏŒÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ËÏÌØÃÏÍ Î-ÅÔÅÒÏŒ.

œ ÚÁÄÁÞÁÈ 3.24{3.28 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ A ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. A-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ V = Av ÄÌÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ v ∈ V . üÌÅÍÅÎÔ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÍÏÄÕÌÑ V . úÁÄÁÞÁ 3.24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ V = Av ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ A/ Ann(v), ÇÄÅ Ann(v) = {a ∈ A | av = 0}. (ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A ÍÏÄÕÌØ A/I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ 1 + I).

úÁÄÁÞÁ 3.25. ðÕÓÔØ U | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ V ÒÁÎÇÁ n ÎÁÄ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n ÍÏÄÕÌÑ V É ÔÁËÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ u_1, . . . , u_m ∈ A, ÞÔÏ u_1e_1, . . . , u_me_m | ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ U, ÐÒÉÞ-ÅÍ u_i|u_{i+1} ÐÒÉ 1 6 i 6 m − 1.

úÁÄÁÞÁ 3.26. ðÕÓÔØ u É v | ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ËÏÌØÃÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

Á) A/(uv) ∼= A/(u) ⊕ A/(v) (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ É A-ÍÏÄÕÌÅÊ); Â) v(A/(u)) = A/(u). úÁÄÁÞÁ 3.27. ðÕÓÔØ V | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A, ÒÁÚÌÁÇÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÙÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ A/(p^m) (ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A), ÒÁŒÎÏ dim(p^m�^1V /p^mV ) − dim(p^mV /p^{m+1}V ),

ÇÄÅ p^m�^1V /p^mV É p^mV /p^{m+1}V ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ A/(p).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ A/(u), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ- ÍÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ u = p^m, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A.

úÁÄÁÞÁ 3.28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ É ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÎÁÂÏÒ ÜÔÉÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 3.30. ðÕÓÔØ Õ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(λ) ÒÁŒÅÎ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍÕ. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ

A�1?

úÁÄÁÞÁ 3.31. ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÅÎ ∏ (x − λ_i)^{ki} .

þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ( A E 0 A ) ? úÁÄÁÞÁ 3.32. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÎÏ

m. ðÏÌÏÖÉÍ b_{ij} = tr A^{i+j} É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d_k ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ (b_{ij} )_06_{i,j<k}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d_m ≠ 0 É d_{m+1} = 0.

úÁÄÁÞÁ 3.33. îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A, ÉÍÅ- ÀÝÁÑ ÎÁ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÉÓÌÁ α_1, . . . , α_n, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÎÕÌÉ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÁ

Á) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Â) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?

úÁÄÁÞÁ 3.34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó A, ÒÁŒÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÏÔ A.

úÁÄÁÞÁ 3.35. ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. äŒÅ n × n ÍÁÔÒÉÃÙ A É B Ó ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ B = K�^1AK ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ n × n ÍÁÔÒÉÃÙ K Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K. äŒÅ n × n ÍÁÔÒÉÃÙ F É G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K[x] ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ G = CF D ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n × n ÍÁÔÒÉÃ C É D Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K[x] É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ Œ

K^�. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ n × n ÍÁÔÒÉÃÙ A É B Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÐÏÄÏÂÎÙ

Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ F = xE −A É G = xE −B ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. ëÁË ÎÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ K, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÕÀ ÐÏÄÏÂÉÅ A É B, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ C É D, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ F É G? úÁÄÁÞÁ 3.36. ðÏÄÍÏÄÕÌØ V ⊆ Z^3 ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ

2 2 2 1 −1 3 3 7 −1

Á) òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ Z^3/V Œ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ Z-ÍÏÄÕÌÅÊ. Â) óÏŒÐÁÄÁÀÔ ÌÉ ÏÂÒÁÚÙ Œ Z^3/V Õ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ 3 1 3 1 2 1 ?