áìçåâòá 1999/2000 II óåíåóôò

. , . , . , . , .

ìÉÓÔÏË 4

ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. œ ÌÉÓÔËÅ 2 ÍÙ ÕÖÅ ŒŒÅÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V . ïÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÇÒÁÀÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÏÂÙÞÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. âÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ B : V ×V →

K, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

äÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 ∈ V ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ B(v_1, v_2) ÞÅÒÅÚ ⟨v_1, v_2⟩.

ðÒÉÍÅÒÙ.

1) ðÕÓÔØ dim V = 1, É ÐÕÓÔØ e | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ B(v, w) = λxy, ÇÄÅ v = xe, w = ye, Á λ ∈ k. 2) ðÕÓÔØ e_1, . . . , e_n | ÂÁÚÉÓ V , É ÐÕÓÔØ B = (b_{ij} ) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ n × n-

ÍÁÔÒÉÃÁ. äÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 ∈ V , v_1 =^n ∑ i=1 x_ie_i, v_2 =^n ∑ i=1 y_ie_i ÐÏÌÏÖÉÍ

⟨v_1, v_2⟩ = B(v_1, v_2) =^n ∑ i,j=1 b_{ij} x_iy_j . ñÓÎÏ, ÞÔÏ B | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.

3) tr A_1 · A_2 | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ End_k V . 4) ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b]. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f, g ∈ V ÐÏÌÏÖÉÍ ⟨f, g⟩ = ∫_b a f(t)g(t)dt. ôÏÇÄÁ ⟨ , ⟩ | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.

5) ðÕÓÔØ V | ÐÌÏÓËÏÓÔØ, É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 ⟨v_1, v_2⟩ | ÏÒÉÅÎ- ÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSS-ÅÍ ÐÁÒÁÌÅÌÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (Ô.Å. ÐÏ ÓÕÔÉ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 2). ôÏÇÄÁ ⟨ , ⟩ | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.

ðÒÉÍÅÒ 2) ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÕÓÔØ B | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V , É ÐÕÓÔØ ÐÕÓÔØ e_1, . . . , e_n | ÂÁÚÉÓ V . ðÏÌÏÖÉÍ b_{ij} = B(e_i, e_j ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. íÁÔÒÉÃÁ (bij ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ B

Œ ÂÁÚÉÓÅ e_i. 1

œ ÓÉÌÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 ∈ V , v_1 =^n ∑ i=1 x_ie_i, v_2 =^n ∑ i=1 y_ie_i ÉÍÅÅÍ B(v_1, v_2) =^n ∑ i,j=1 b_{ij} x_iy_j .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. îÁÊÄÉÔÅ (Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ) ÍÁÔÒÉÃÕ B ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊ-

ÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ 3 É 5.

úÁÄÁÞÁ 4.2. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, e1, . . . , en É f1, . . . , fn |

ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ V , É ÐÕÓÔØ C : V → V | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_i Ë ÂÁÚÉÓÕ f_i (ÓÍ. 1.49). ðÕÓÔØ ⟨ , ⟩ | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V , É ÐÕÓÔØ B | ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_i. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ⟨ , ⟩ Œ ÂÁÚÉÓÅ f_i.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ B ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙ-

ŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ (ÓÏÏÔŒ. ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 ∈ V ÉÍÅÅÍ B(v_2, v_1) = B(v_1, v_2) (ÓÏÏÔŒ. B(v_2, v_1) = −B(v_1, v_2)).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÄŒÁ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

úÁÄÁÞÁ 4.3. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, char k ≠ 2,

É ÐÕÓÔØ B | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B = B^+ + B^−, ÇÄÅ B^+ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, Á B^− | ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ? ëÁË ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÙ B^+ É B^−? þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Œ ÓÌÕÞÁÅ char k = 2?

úÁÄÁÞÁ 4.4. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ e1, . . . , en | ÅÇÏ

ÂÁÚÉÓ. ðÕÓÔØ ⟨ , ⟩ | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V , É ÐÕÓÔØ B | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. îÁÊÄÉÔÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ B ÕÓÌÏŒÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÁ ⟨ , ⟩ ÂÙÌÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ (ÓÏÏÔŒ. ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ B | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

V . œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ker B = {w ∈ V | B(v, w) = 0 ∀v ∈ V } ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ B. æÏÒÍÁ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Ker B = 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 4.5. ðÕÓÔØ B | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , É

ÐÕÓÔØ e_1, . . . , e_n | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim Ker B = n − r, ÇÄÅ r | ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ B Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1, . . . , e_n.

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ B | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . ôÏÇÄÁ B ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~B ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗, Á ÉÍÅÎÎÏ ~B(v) = f_v, ÇÄÅ f_v ∈ V^∗ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f_v(w) = B(v, w). ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ T : V → V^∗ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ B(v_1, v_2) = (T (v_1))(v_2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ B ÎÁ V .

úÁÄÁÞÁ 4.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊ-

ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ V → V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ker B = Ker ~B. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ V^∼→ V^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ

B, Á W ⊂ V | ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ B | |_W ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ É ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ,

ÅÓÌÉ B | |_W = 0. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë W ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ B ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W^⊥ = {v ∈ V | B(w, v) = 0 ∀w ∈ W } (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V^⊥ = Ker B).

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ B, É ÐÕÓÔØ W − subsetB | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 4.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) åÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ V = W ⊕ W^⊥; Â) åÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W É W^⊥ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ (ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÔÁË, ÅÓÌÉ B | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V ), ÔÏ (W^⊥)^⊥ = W (ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÚÁÄÁÞÕ 4.6, ÓÒÁŒÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞÉ 4.7 ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÏÇÏ Œ ÌÉÓÔËÅ 1 ÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÞÅÊ 1.34).

íÙ ÐÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ B ÉÍÅÅÔ ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌÅÇËÏ, ÎÏ Œ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ B ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 4.8. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á B | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . ôÏÇÄÁ V = Ker B ⊕ V_1 ⊕ · · · ⊕ V_m, ÇÄÅ dim V_i = 2, i = 1, . . . , m, V_j ⊂ V^⊥_i ÐÒÉ i ≠ j, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ B ÎÁ V_i ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 5); Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-

ÔÒÉÃÁ ÆÏÒÍÙ B ÎÁ V_i ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( 0 1 −1 0 ) (ÂÁÚÉÓ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÐÏ-

ÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÂÁÚÉÓÁ Ker B É ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_i, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ Þ-ÅÔÅÎ (= 2m).

ðÅÒÅÊÄ-ÅÍ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. ó ËÁÖÄÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ B : V × V → k ÓŒÑÚÁÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Q : V → k, Q(v) = B(v, v) (Ô.Å. Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ´: V → V × V É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B : V × V → k). åÓÌÉ (b_{ij} | ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÛÅÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1, . . . , e_n (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2), Á x = (x_1, . . . , x_n) ∈ V , ÔÏ

Q(x) =^n ∑ i,j=1 b_{ij} x_ix_j , ÞÔÏ É ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ĂËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁĄ. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ. ïÄÎÁËÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 4.9. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ char k ≠ 2, É ÐÕÓÔØ Q : V → k | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ

ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ B, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ Q. îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ ÆÏÒÍÙ B É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ Q.

úÁÄÁÞÁ 4.10. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, char k ≠ 2, É

ÐÕÓÔØ B | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . ôÏÇÄÁ V = Ker B ⊕ V_1 ⊕ · · · ⊕ V_m, ÇÄÅ dim V_i = 1, i = 1, . . . , m, ÐÒÑÍÙÅ V_i ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (Ô.Å. V_j ⊂ V^⊥_i ÐÒÉ i ≠ j), Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ B ÎÁ V_i ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1, . . . , e_n, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÍÓÑ

ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÂÁÚÉÓÏŒ Ker B É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_i (ÔÁËÉÅ ÂÁÚÉÓÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ) ÍÁÔÒÉÃÁ ÆÏÒÍÙ B ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, B(x, y) =^n ∑ i=n−m+1 λ_ix_iy_i, Á

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Q(x) =^k ∑ i=n−m+1 λ_ix^2_i (ÚÄÅÓØ

e_1, . . . , e_{n−m} | ÂÁÚÉÓ Ker B, λ_i ∈ k, Á x = (x_1, . . . , x_n) É y = (y_1, . . . , y_n) | ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ V ).

œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÏ- ÐÒÑÖ-ÅÎÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C (É ÄÒÕÇÉÍÉ ÐÏÌÑÍÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÓÏ ÓÈÏÄÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ) ÞÁÝÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ, Á ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.6. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B : V ×V → C , ÇÄÅ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÏ ÎÁÄ C , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÕ É ÐÏÌÕÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ B(v, λ_1v_1 + λ_2v_2) = λ_1B(v, v_1) + λ_2B(v, v_2) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v, v_1, v_2 ∈ V , λ_1, λ_2 ∈ C ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÙÈ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏ-

ÇÏ ÌÉÓÔËÁ, ÄÌÑ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.

úÁÄÁÞÁ 4.12. òÅÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÚÁÄÁÞÉ 4.2 ÄÌÑ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.7. ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ B ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 ∈ V ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ B(v_2, v_1) = B(v_1, v_2).

úÁÄÁÞÁ 4.13. ïÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÊÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÆÏÒÍ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 4.4).

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ, ÐÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ B = B(x, y), x, y ∈ V ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÏÒÍÕ Q : V → C , Q(x) = B(x, x). úÁÄÁÞÁ 4.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅË-

ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÏÊ Q (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 4.9!).

úÁÄÁÞÁ 4.15. ðÕÓÔØ V | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ B

| ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ.

Á) æÏÒÍÁ B ÜÒÍÉÔÏŒÁ;

Â) Q : V → R, Ô.Å. ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x ∈ V ÞÉÓÌÏ Q(x) = B(x, x) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 4.16. òÅÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÚÁÄÁÞ 4.7 É 4.10 ÄÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÆÏÒÍ.

úÁÄÁÞÉ 4.10 É 4.16 ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ (Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ e_i) ÐÒÉŒÅÓÔÉ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ λ_i ∈ k. œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Œ ÐÏÌÅ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ μ_i ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ μ^2_i = λ_i (ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÔÁË, ÅÓÌÉ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ), ÚÁÍÅÎÉŒ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ÎÁ f_i = μ_ie_i, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË.

úÁÄÁÞÁ 4.17. ðÕÓÔØ q = p^m, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÕÓÔØ Fq | ÐÏÌÅ ÉÚ q

ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ F_q , É ÐÕÓÔØ Q | ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q(x) = x^2_1 + · · · + x^2_{r−1} + εx^2_r , ÇÄÅ x ∈ V , x_1, . . . , x_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1, . . . , e_n, r 6 n | ÒÁÎÇ Q, Á ε ∈ F_p (ÐÒÉÞ-ÅÍ ε ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ (F_q \ 0)^2, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, m = 1, p ≡ 3 (mod 4), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ε = ±1).

úÁÄÁÞÁ 4.18. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R (ÓÏÏÔŒ. C ), É ÐÕÓÔØ Q

| ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ) ÆÏÒÍÅ B.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q(x) = x^2_1+. . .+x^2_k−x^2_{k+1}−. . .−x^2_{k+l}, ÇÄÅ x ∈ V , x_1, . . . , x_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1, . . . , e_n, r = k + l 6 n | ÒÁÎÇ Q, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÞÉÓÌÁ k, l É n − r ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ É ÎÕÌÅŒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÉÎÅÒÃÉÉ, Á ÔÒÏÊËÁ ÞÉÓÅÌ (k, l, n − r) | ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÉÌÉ ÉÎÄÅËÓÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Q.

2) åÓÌÉ ŒÓÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ´_1, . . . , ´_n ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ Q, ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ, Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÈ ÐÕÎËÔÁ 1), ÞÉÓÌÏ l ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ!) ÞÉÓÅÌ 1, ´_1, . . . , ´_n.

ðÅÒÅÊÄ-ÅÍ Ë ÂÏÌÅÅ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÓ- ÎÁÝ-ÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ) ÆÏÒ- ÍÏÊ, ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k, char k ≠ 0. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏŒÏ- ÄÉÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k,

É ÐÕÓÔØ B_V É B_W | ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ V É W ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ìÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : V → W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ A | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É B_W (A(v_1), A(v_2)) = B_V (v_1, v_2) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v_1, v_2 ∈ V .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÅÓÌÉ B | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ A | ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Q_W (A(v)) = Q_V (v), ÇÄÅ Q_V É Q_W | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ B_V É B_W .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.9. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, char k ≠

2, ÐÕÓÔØ B | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V , É ÐÕÓÔØ U ⊂ V | ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (Ô.Å. ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B | |_U | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ (ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ) ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ V = ⨁ i U_i, ÇÄÅ U_i |

ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É U_i ⊥ U_j ÐÒÉ i ≠ j (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Þ-ÅÔÎÁ).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ, ÅÓÌÉ V ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÚÏÔÒÏÐ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Ô.Å. Q(v) ≠ 0 ÐÒÉ v ≠ 0, ÇÄÅ Q(v) = B(v, v).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.19. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ B, É ÐÕÓÔØ U ⊂ V | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÄŒÕÈ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_1, u_2 ∈ U ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B(u_1, u_1) = B(u_2, u_2) = 0, B(u_1, u_2) = 1;

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ λ ∈ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ u ∈ U, u ≠ 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B(u, u) = λ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉÎÑÔÁ ÄÒÕÇÁÑ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÂÏÌÅÅ ÐÏ- ÎÑÔÎÁÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ, ÞÅÍ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 4.9. ôÁË, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q(x, y) ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅ- ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ xy ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, x^2 − y^2 (ÓÒ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.19 Á)). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q(x_1, . . . , x_n) ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ λ ∈ k, ÅÓÌÉ q(x) = λ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x = (x_1, . . . , x_n) ≠ 0; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ) ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.19 Â) ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ) ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ q(v) = B(v, v) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÕÌØ.

ôÅÏÒÅÍÁ œÉÔÔÁ. ðÕÓÔØ V É V^′ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒ-

ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, char k ≠ 2 Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ B É B^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ U ⊂ V É U^′ ⊂ V^′ | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÐÕÓÔØ A_U : U → U^′ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ A : V → V^′ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ A | |_U = A_U .

úÁÄÁÞÁ 4.20. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ œÉÔÔÁ, ÐÒÏÄÅÌÁŒ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÛÁÇÉ.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ —U ⊂ V É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A¯_U : —U → V^′ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ dim —U = dim U + 1, A¯_U | |_U = A_U É ÅÓÌÉ —U^′ = A_Ū ( —U ), ÔÏ A_Ū : —U → —U^′ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Ó ŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 4.19 Á));

2) ðÕÓÔØ V^′ = V , É ÐÕÓÔØ U ⊂ V , U = ku | ÎÅÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ. ðÏÌÏ- ÖÉÍ u^′ = A_U (u). ôÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÔÔÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÄÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ U. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ E = v^⊥, ÇÄÅ v = u + u^′ ÉÌÉ v = u − u^′ ŒÙÂÒÁÎ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÑÍÁÑ kv ÂÙÌÁ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. ðÏÌÏÖÉÔÅ A^′v = −v, A^′ | |_E = id É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ v, A = ∓A′ | ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ).

3) ðÕÓÔØ V^′ = V (ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ) É dim U ¿ 2. äÏËÁ- ÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ œÉÔÔÁ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ dim U.

úÁÄÁÞÁ 4.21. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ B, É ÐÕÓÔØ V^′ ⊂ V É V^{′′} ⊂ V | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V^{′⊥} ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ V^{′′⊥}.

úÁÄÁÞÁ 4.22. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ B. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ŒÓÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ

ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ëÁËÏŒÁ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ?

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÁ-ÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÎÅÒÃÉÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4.18) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ k, char k ≠ 2.

úÁÄÁÞÁ 4.23. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉ-

ÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_0, V_h, V_a ⊂ V ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ V_0 ⊥ V_h, V_0 ⊥ V_a, V_h ⊥ V_a, V = V_0 ⊕ V_h ⊕ V_a, V_0 ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ, V_h ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏ, Á V_a ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V_0, V_h É V_a ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ V . (õËÁÚÁÎÉÅ. V_h ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 4.19 Á)).

úÁÄÁÞÁ 4.23 ÓŒÏÄÉÔ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÎÕÌÑ. œÏÏÂÝÅ ÇÏ- ŒÏÒÑ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ k = R, ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÁÖÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ŒÏÚÍÏÖÎÁ ÐÏÌÎÁÑ ÉÈ ËÌÁÓÓÉÆÉ- ËÁÃÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 4.24. ëÁËÉÅ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ

ÐÏÌÅÍ F_q , q = p^m, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 4.17)?

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W(k) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ) ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (Ô.Å. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÎÕÌÑ) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. œŒÅÄ-ÅÍ ÎÁ W(k) ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÌÏÖÉŒ [V_1] + [V_2] = [(V_1 ⊕ V_2)_a] (ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÀÔ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ⊕ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, Á ÉÎÄÅËÓ a | ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÕÀ ÞÁÓÔØ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4.23)).

úÁÄÁÞÁ 4.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ W(k) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ŒŒÅÄ-ÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. îÕÌ-ÅÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. çÒÕÐÐÁ W(k) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Q(x) = λx^2, ÇÄÅ λ ∈ k^∗/(k^∗)^2, k^∗ = k \ 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.10. çÒÕÐÐÁ W(k) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ œÉÔÔÁ ÐÏÌÑ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.26. îÁÊÄÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ W (C ), W (R), W (Fq ). þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁ-

ÚÁÔØ Ï ÇÒÕÐÐÅ W (Q)?

œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 4.8 ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÓÅÂÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÏÊ B.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.11. éÚÏÍÅÔÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÓÏ-

ÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ (ÓÏÏÔŒ. ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÌÕÔÏÒÁ- ÌÉÎÅÊÎÕÀ, ÓÏÏÔŒ. ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ) ÆÏÒÍÕ B, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ (ÓÏÏÔŒ. ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ, ÓÏÏÔŒ. ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑÍÉ V .

úÁÄÁÞÁ 4.27. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ B.

1) œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 4.23 ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_0 É V_h.

2) ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_a ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R? þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.

3) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, char k ≠ 2;

úÁÄÁÞÁ 4.28. ðÕÓÔØ V | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ-

ÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : V → V ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁ- ÚÁÔØ Ï ÓÐÅËÔÒÅ A? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ A, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.

ðÅÒÅÊÄ-ÅÍ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ B, dim V = 2n (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 4.8). œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, V ŒÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏŒÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ).

úÁÄÁÞÁ 4.29. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ŒÓÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n =^1_2 dim V (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 4.22).

úÁÄÁÞÁ 4.30. ðÕÓÔØ, ËÁË É ŒÙÛÅ, V | 2n-ÍÅÒÎÏÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ W ⊂ V | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W^′ ⊂ V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ V = W ⊕W^′ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ W^′ É W^∗. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÁÒ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U, U^′ ⊂ V , W, W^′ ⊂ V ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ U ⊕ U^′ = V , W ⊕ W^′ = V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A : V → V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A(U) = W , A(U^′) = W^′.

úÁÄÁÞÁ 4.31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Pf A ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_{ij} ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A ÐÏÒÑÄËÁ 2n ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Á) (Pf A)^2 = det A;

Â) Pf ( 0 E −E 0 ) = 1, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ r;

Œ) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C ÉÍÅÅÍ Pf C^tAC = det C · Pf A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.12. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÆÁÆÆÉÁÎÏÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.32. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÑŒÎÏ ÐÆÁÆÆÉÁÎÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ ÄŒÁ, ÞÅÔÙÒÅ

É ÛÅÓÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.33. ðÕÓÔØ A | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

det A = 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.13. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (T ) = a0 + a1T + · · · + ad−1T^{d−1} + adT^d ÎÁ-

ÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÏÚŒÒÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ a_i = a_{d−i} ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 6 i 6 d.

úÁÄÁÞÁ 4.34. ÐÕÓÔØ A | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏ-

ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A ŒÏÚŒÒÁÔÅÎ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ λ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ A, ÔÏ λ^{−1} ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ k = C , ÔÏ ÞÉÓÌÁ —λ É —λ^{−1} ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÍÉ A.

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ (ÒÁÚÎÙÈ ÔÉÐÏŒ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ), ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ, ÉÇÒÁÀÝÉÅ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ (Á ÔÁËÖÅ ÍÅÈÁÎÉËÅ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.35. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6 É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÌÉÓÔ-

ËÁ 2, ŒÙÑÓÎÉÔÅ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ- ÓËÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œÅÒÎ-ÅÍÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ B ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.14. áÌÇÅÂÒÏÊ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÁÒÅ (V, B), ÎÁ-

ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ C É k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ρ : V → C ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ:

Á) (ρ(v))^2 = B(v, v) · 1, ÇÄÅ 1 | ÅÄÉÎÉÃÁ Œ C, Á v | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ V ; Â) åÓÌÉ φ : V → D | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V Œ k-ÁÌÇÅÂÒÕ D ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (φ(v))^2 = B(v, v) · 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ v ∈ V , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ τ : C → D, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ V^ρ−→ C φ ↘ ↙ τ D ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.36. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ

ÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) É ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ρ(V ).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ. þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÒÏÇÏ, ŒÙÂÅ- ÒÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ S ⊂ {1, . . . , n} ŒŒÅÄ-ÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ e_S . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2^n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÏÌÏÖÉÍ e? = 1); ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e_S } ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C = C(V, B). ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ C. œ ÏÞÅŒÉÄÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÐÏÌÏÖÉÍ ( ∑ λ_S e_S ) · ( ∑ μ_T e_T ) = ∑ λ_S μ_T B(S, T )e_{S∇T} , ÇÄÅ B(S, T ) = ∏ s∈S,t∈T sgn s, t · ∏ r∈S∩T B(e_r , e_r ), sgn s, t = { +1 ÐÒÉ s 6 t −1 ÐÒÉ s > t, , Á S∇T = (S ∪ T ) \ (S ∩ T ) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ρ : V → C ÕÓÌÏŒÉÅÍ ρ(e_i) = e_{{i}}.

úÁÄÁÞÁ 4.37. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÁÌÇÅÂÒÁ C = C(V, B) ÁÓÓÏÃÉ-

ÁÔÉŒÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.38. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ dim V = 1. œ

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ k = C , Á ÔÁËÖÅ k = R, Á B | ÎÕÌÅŒÁÑ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. œ ËÁËÉÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ C ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ?

úÁÄÁÞÁ 4.39. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ B = 0 (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-

ÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÉÌÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, É ÍÙ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ Å-Å Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÇÏÄÕ). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ω ∈ C ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ω^2 ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 4.40. ðÕÓÔØ k = R, É ÐÕÓÔØ V | ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌ-ÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. ôÏÇÄÁ C | ÁÌÇÅÂÒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÎÁÄ R (ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÜÔÏ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ É ÚÁËÏÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ) Œ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. þÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÚÏ- ÍÏÆÎÙÅ C ? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÏÊ?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ R, ÎÅ ÉÍÅÀ- ÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, É Ó ÎÉÍÉ ÓŒÑÚÁÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ-ÐÒÏÂÌÅÍÁ 4.41. ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ

ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁÄ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ) ÐÏÌÅÍ k, É ÐÕÓÔØ W ⊂ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ W ËÁË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÒÑÄËÁ m ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ W . îÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ W ËÁË ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÉÚ W ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÒÁÎÇ r. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

dim W 6 { 1, ÅÓÌÉ r ÎÅÞ-ÅÔÎÏ m − r + 1, ÅÓÌÉ r Þ-ÅÔÎÏ

. ðÒÉ Þ-ÅÔÎÏÍ r ÐÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ËÌÁÓÓÉ-

ÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ W ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÒÁÎÇÁ r, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÙÈ dim W = m − r + 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÎÅÞ-ÅÔÎÙÈ r ÏÔŒÅÔ ÂÙÌ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÅÝ-Å Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ŒÅËÅ. äÌÑ Þ-ÅÔÎÙÈ r ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÄÁŒÎÏ, ÐÒÉÞ-Í ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ ÐÏ-

ÌÅÍ C É ÍÅÔÏÄÁÍÉ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÁÌÅËÏ ŒÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ĂÐÏÇÒÁÎÉÞÎÙÈĄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÅÝ-Å ÎÅ ÐÏÌÕÞÅÎÁ. åÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. ôÏÞÎÅÅ, ÐÕÓÔØ W ⊂ V | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÅÓËÏÌØ- ËÉÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÉÚ W ÉÍÅÀÔ ÒÁÎÇ r. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ dim W 6 m−r +1 (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ W ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ; ÚÁÄÁÞÁ 4.41 ÏÔÎÏ- ÓÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÉÎ)? ïÔŒÅÔ ÎÅÉÚŒÅÓÔÅÎ.

ðÅÒÅÊÄ-ÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. õÄÏÂÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÈ (ÓÏ- ÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ËÁË Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÔÁË É Œ ÆÉÚÉËÅ.

ðÕÓÔØ V | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ ⟨ , ⟩, ÐÕÓÔØ A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É ÐÕÓÔØ A^∗ : V^∗ → V^∗ | ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.10). óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 4.6, ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ≃ V^∗. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÜÔÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A^∗ : V → V , Ô.Å. Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÁÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÔÁË ÞÔÏ A^∗ ∈ End V . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 ∈ V ÉÍÅÅÍ ⟨Av_1, v_2⟩ = ⟨v_1, A^∗v_2⟩.

œ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ V ÎÅ Ó V^∗, Á Ó V^∗ (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÞÅÒÔÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÉÅ), Á ⟨ , ⟩ ÄÁ-ÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ≃ V^∗. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÜÔÉÍ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ, ÍÙ É Œ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A^∗ ∈ End V É ⟨Av_1, v_2⟩ = ⟨v_1, A^∗v_2⟩.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.15. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ)

ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÍ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ), ÅÓÌÉ A^∗ = A.

úÁÄÁÞÁ 4.42.

Á) ðÕÓÔØ V | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÏ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÏ- ÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A : V → V ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ B(v_1, v_2) = ⟨Av_1, v_2⟩. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ End V É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ (ÓÏÏÔŒ. ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ) ÆÏÒÍ ÎÁ V .

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ) ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÉÚ Á).

úÁÄÁÞÁ 4.43. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ

ÅÍÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4.42)

Á) œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ? Â) œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ?

úÁÄÁÞÁ 4.44. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É A^∗

Á) œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ? Â) œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ?

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÍÁÔÒÉÃÁÈ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÈ É ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 4.45. ðÕÓÔØ V | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÏ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ A : V → V | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÊ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒ) ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ W^⊥ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ;

Â) œÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ;

Œ) óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ;

Ç) œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A (ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ V ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÔÏ ÏÎ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒ)).

úÁÄÁÞÁ 4.46.

Á) ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÏ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ Q | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÁ) ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Q(v) = λ_1x^2_1 + · · · + λ_nx^2_n (ÓÏÏÔŒ. Q(v) = λ_1|x_1|^2 + · · · + λ_n|x_n|^2), ÇÄÅ x_1, . . . , x_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1, . . . , e_n. Â) ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R (ÓÏÏÔŒ. C ), É ÐÕÓÔØ Q_1, Q_2 | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÙ) ÆÏÒÍÙ ÎÁ V . äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ Q_1 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ Q_1 É Q_2 ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

Q_1(v) = x^2_1 + · · · + x^2_n,

Q_2(v) = λ_1x^2_1 + · · · + λ_nx^2_n

(ÓÏÏÔŒ.

Q_1(v) = |x_1|^2 + · · · + |x_n|^2,

Q_2(v) = λ_1|x_1|^2 + · · · + λ_n|x_n|^2),

ÇÄÅ x_1, . . . , x_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1, . . . , e_n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Q_1 É Q_2 ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÇÌÁŒÎÙÍ ÏÓÑÍ (Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ĂÇÌÁŒÎÙÅ ÏÓÉĄ | ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ).

Œ) œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4.45 Â)) ÞÉÓÌÁ λ_i ÉÚ ÐÕÎËÔÏŒ Á) É Â) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ det (Q_2 − λQ_1), ÐÒÉÞ-ÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ λ_i ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ λ_i.

Ç) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ) ÆÏÒÍ ÎÁ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÇÌÁŒÎÙÍ ÏÓÑÍ.

éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÁ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.16. áÆÆÉÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁ-

ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ V , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (Av, v) + ⟨b, v⟩ + c = 0, ÇÄÅ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ V , b ∈ V | ŒÅËÔÏÒ, Á c ∈ R | ÓËÁÌÑÒ.

ðÏÖÅÌÁÎÉÅ 4.47. ðÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉÏÂÒÅÔ-ÅÎÎÙÍÉ Œ ÜÔÏÍ ÓÅ-

ÍÅÓÔÒÅ ÚÎÁÎÉÑÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÂÅÚ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË Œ ÔÒ-ÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙ ÉÚÕÞÁÌÉ Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ëÁË ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ?

óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÈ (ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ŒÁÖÎÙÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏÂÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÅÒ- ÍÉÎÁÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ (ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ) ÆÏÒÍ. ðÕÓÔØ V | n- ÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ (ÓÏÏÔŒ. ÜÒÍÉÔÏŒÏ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ A : V → V | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4.45 Â)) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ λ_1 = λ_1(A) ¿ · · · ¿ λ_n = λ_n(A). ðÕÓÔØ Q = Q_A | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ A (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4.42). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Q ËÁË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S = {v | ⟨v, v⟩ = 1}.

úÁÄÁÞÁ 4.48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ λ1 = max_{v∈S} Q(v), Á λn = min_{v∈S} Q(v).

úÁÄÁÞÁ 4.49 (ôÅÏÒÅÍÁ æÉÛÅÒÁ-ëÕÒÁÎÔÁ). äÌÑ ŒÓÅÈ 1 6 i 6 n

λ_i = min_W max_{v∈W ∩S} Q(v) = max_W min_{v∈W ∩S} Q(v),

ÇÄÅ W ⊂ V ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ i − 1. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.50. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ QA(v). œ ËÁËÉÈ ÔÏÞ-

ËÁÈ S ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ? ëÁË ŒÅÄ-ÅÔ ÓÅÂÑ ÆÕÎËÃÉÑ Q_A ÎÁ S Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.51. ðÕÓÔØ V | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ (ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÏ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, dim V = n, É ÐÕÓÔØ A, B : V → V | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÅ (ÉÌÉ ÜÒ- ÍÉÔÏŒÙ) ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ B ¿ 0 Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ Q_B (v) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 6 i 6 n ÉÍÅÅÍ λ_i(A + B) ¿ λ_i(A).

úÁÄÁÞÁ 4.52. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÕÓÔØ V^′ ⊂ V | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ.

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, V^′ ÎÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A (ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÔÁË?). ðÕÓÔØ P : V → V^′ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ V^′. ôÏÇÄÁ A^′ = P ∘ A | |_{V 0} : V ′ → V ′ |- ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÕÓÔØ λ_i = λ_i(A), i = 1, . . . , n, λ^′_l = λ_l(A^′), l = 1, . . . , n − 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

λ_1 ¿ λ^′_1 ¿ λ_2 ¿ λ^′_2 ¿ · · · ¿ λ^′_{n−1} ¿ λ_n.

œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÁÍÉ ÏÓÅÊ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ Q_A(v) = 1, ÇÄÅ λ_n(A) > 0 (ÓÒ. ÐÏÖÅ- ÌÁÎÉÅ 4.47).

úÁÄÁÞÁ 4.53.

Á) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.52 ËÒÉÔÅÒÉÊ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4.18 2)). Â) âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÐÕÓÔØ V_1 ⊂ V_2 ⊂ · · · ⊂ V_n = V , dim V_i = i | ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÕÓÔØ P_i : V → V_i | ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ, ÐÕÓÔØ A_i = P_i ∘ A | |_{Vi} : V_i → V_i, É ÐÕÓÔØ P_i(λ)

| ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÏÇÏ (ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_i. ðÕÓÔØ a | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P_i(a) ≠ 0, i = 1, . . . , n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r_A(a) ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 1, P_1(a), . . . , P_n(a). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r_A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑ- ÝÉÈ a. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, r_A(b) − r_A(a) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ A ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a, b).

ðÕÓÔØ A, B, C | ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V . îÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÌÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÏÐÒÏÓ:

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A + B = C. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÐÅËÔÒÁÈ λ_A, λ_B, λ_C (ÚÄÅÓØ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÓÐÅËÔÒ | ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ n-ËÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ)?

óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ tr C = tr A + tr B (1) ÉÌÉ λ_1(C) 6 λ_1(A) + λ_1(B). (2) ïÄÎÁËÏ ÐÏÌÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ŒÏÐÒÏÓ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙ ÕÚÎÁÌÉ Œ ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÅ Œ ÜÔÏÍ ÇÏÄÕ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÚÎÁÅÔÅ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ, ÂÙÌ ÄÁÎ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÄÁŒÎÏ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ èÏÒÎÁ). úÄÅÓØ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÙÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, ÓÍÙÓÌ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏËÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÓËÒÙÔÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 4.54. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ rk B 6 i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ λ1(C) ¿

λ_{i+1}(A).

úÁÄÁÞÁ 4.55 (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ç. œÅÊÌÑ). ðÕÓÔØ 0 6 i, j 6 n, i + j + 1 6 n.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ λ_{i+j} (C) 6 λ_{i+1}(A) + λ_{j+1}(B). (3)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.56. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ rk B 6 i, ÔÏ λi+j(A) 6 λj (C) É

λ_{i+j} (C) 6 λ_j (A) ÄÌÑ 1 6 i, i + j 6 n (ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.54 É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.55).

úÁÄÁÞÁ 4.57. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 2 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1), (2) É (3) ÎÅÏÂÈÏ-

ÄÉÍÙ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ A, B, C Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 4.58. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

λ_2(C) + λ_3(C) 6 λ_1(A) + λ_3(A) + λ_1(B) + λ_3(B). (4)

úÁÄÁÞÁ 4.59. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r < n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ÉÚ r ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ I ⊂ {1, . . . , n} ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ∑ i∈I λ_i(C) 6 ∑ i∈I λ_i(A) + r∑ i=1 λ_i(B), ∑ i∈I λ_i(C) 6 ∑ i∈I λ_i(B) + r∑ i=1 λ_i(A). (5) úÁÄÁÞÁ 4.60. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 3 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1){(5) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ É ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ A, B, C Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.