áÎÁÌÉÚ-2000. 2 ÓÅÍÅÓÔÒ, ÌÉÓÔÏË 1

1. îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ

Á) ln t; Â) ln^2 t; Œ) xe^{−x}; Ç) √ 1 − x^2.

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ (É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ) ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ. ðÒÉÍÅÒ: ∫_∞ a f(x) dx = lim_{u→∞} ∫_u a f(x) dx. äÌÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÐÒÅÄÅÌÏŒ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ ÄÌÑ ÒÑÄÏŒ.

2. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ (Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÙÅ ÅÓÔØ) Á) ∫_1 0 x^α| ln x|^β dx; Â) ∫_{+∞} 1 x^α| ln x|^β dx; Œ) ∫_{+∞} 0 cos(x^2) dx; Ç) ∫_{+∞} 0 sin(x ln x) dx?

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ x > 0 ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ

`(x) = ∫_∞ 0 t^{x−1}e^{−t} dt = ∫_1 0 ln^{x−1} ( 1 t ) dt. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ `(1+x) = x! ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ `(1+x) = x`(x) ÐÒÉ x > 0. (ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÓÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ x Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ.)

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ∫_∞ −∞ e^{−x2} dx = √ π, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÏÚÖÅ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Á) ∫_∞ 0 dx a^2 + x^2

(a ≠ 0); Â) ∫_∞ 0 x^{−1/2}e^{−x} dx; Œ) ∫_{+∞} −∞ e^{−x2} cos ax dx; Ç) ∫_{π/2} 0 ln(sin x) dx; Ä) ∫_∞ 0 sin x x e^{−ax} dx (a > 0); Å) ∫_∞ 0 sin x x dx.

5. æÕÎËÃÉÑ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ [1, +∞). ðÕÓÔØ ∫_{+∞} 1 f(t) dt = +∞. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ_n ∑ k=1 f(k) = ∫_{n+1} 1 f(t) dt + C + o(1), 0 ≤ C ≤ f(1). 6. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏŒ Á) +∞∑ n=1 sin n n ; Â) +∞∑ n=1 sin ln n n .

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ x > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} ( n + x n ) n^{−x}, ÇÄÅ ( n + x n ) = (x + n)(x + n − 1) . . . (x + 1) n! .

ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁŒÅÎ^1_{x!} ÐÒÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ x. 8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÉ λ > 1 ∫_1 0 dx √ x(x − 1)(x − λ) = ∫_∞ λ dx √ x(x − 1)(x − λ) . Â) îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍÔÏÔÉËÕ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÒÉ λ → +∞.

9. ðÒÉ A → +∞ ÎÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ∫_1 0 (1 − x^2)^A dx.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ É ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 0 ≤ e^{−t} − ( 1 − t n )_n ≤ t^2 n e^{−t} (n ≥ 2; 0 < t < n).

10. f, g | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÉ, g ≥ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ξ, a ≤ ξ ≤ b, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ∫_b a f(x)g(x) dx = f(ξ) ∫_b a g(x) dx. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f ∗ g ÓŒÅÒÔËÕ: ∫_b a f(t)g(x − t) dt. 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÅÒÔËÁ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ δ É ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ f ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ f = f ∗ δ, ÔÏ ∫_b a δ(t) dt = 1 ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ a < 0 < b, Á ÔÁËÖÅ δ(x) = 0 ÐÒÉ x ≠ 0. (óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ; ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÉÍÉÔÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ \ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ" ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÍ. ÎÉÖÅ.)

13. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ φ_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ φ_n(x) → 0 ÐÒÉ n → ∞ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ≠ 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε lim_{n→∞} ∫_ε −ε φ_n(x) dx = 1.

14. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ [0; 1] ÆÕÎËÃÉÉ f É ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n > 0 ∫_1 0 f(x)x^n dx = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ f ≡ 0.

15. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ: ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.

ðÏÄÓËÁÚËÁ. úÁÍÅÎÉÔÅ \ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÕÀ" δ-ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.