áÎÁÌÉÚ-2000. 2 ÓÅÍÅÓÔÒ, ÌÉÓÔÏË 3

1. ðÕÓÔØ f : R^2 → R^2 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x; y) → (x^3 + xy; y). îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ Df(p) Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ p = (x; y).

2. ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÐÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R^2 → R^2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x, y) → (xy, y). 3. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (x; y) → `_{x2 − y2}

x^2 + y^2 ; 2xy x^2 + y^2 ´ É ÅÅ ÒÁÎÇ.

4. ðÕÓÔØ U ⊂ R^3 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (a, b, c), ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, É ÐÕÓÔØ f : R^3 →

R^3 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ÅÇÏ ÕÇÌÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Df(p) ÒÁŒÅÎ 2 ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ U (ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÐÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÎÅ ŒÙÞÉÓÌÑÑ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ).

5. ðÕÓÔØ E = Matn�n(R) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ n×n-ÍÁÔÒÉÃ, É ÐÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ C : E → E ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ X → X^2. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÕÀ Df(A) Œ ÔÏÞËÅ A ∈ E (ÄÌÑ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ).

6. îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ A ∈ Mat_2�_2(R), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÎÇ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ C ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÅÎØÛÅ 4.

7. ðÕÓÔØ ÏÐÑÔØ E = Matn�n(R), É ÐÕÓÔØ det: E → R | ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÁÔÒÉÃÅ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. ðÕÓÔØ I ∈ Matn�n(R) | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ det Œ ÔÏÞËÅ I ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ Tr: Matn�n(R) → R (ÞÅÒÅÚ Tr ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ĂÓÌÅÄĄ ÍÁÔÒÉÃÙ | ÓÕÍÍÁ ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ).

8. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Cf : Rn → Rn ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒÕ ÞÉÓÅÌ (x_1, . . ., xn) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x−x_1) . . .(x−xn). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ D Cf Œ ÔÏÞËÅ (x_1, . . ., xn) ÒÁŒÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÄÉ x_1, . . ., xn.

9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^2k → R^2k, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÂÏÒÕ (p_1, q_1; p_2, q_2; . . .; pk, qk) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x^2 + p_1x + q_1) . . .(x^2 + pkx + qk). îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ ÍÅÎØÛÅ 2k.

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

œÏ ŒÓÅÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÔÅÒÍÉÎ ĂÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ.

10. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ Y (É ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÏÔËÒÙÔÙÅ). ðÒÉ- ŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ; ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÏÔËÒÙÔÙÍ; ÎÅ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ÎÅ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÍ.

11. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p_2 : K ×X → X, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (y; x) → x, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. (ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØĄ | ÏÔÓÀÄÁ ÉÎÄÅËÓ 2.)

12. ðÕÓÔØ X | ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K É ÔÏÞËÁ p ∈ K, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉ- ÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: • K \ {p} ÐÌÏÔÎÏ Œ K; • X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ K \ {p}.

åÓÌÉ X = R^2, ÔÏ ÞÅÍÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ K?

13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ p_2 : K × X → X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.