áÎÁÌÉÚ-2000. 2 ÓÅÍÅÓÔÒ, ÌÉÓÔÏË 4

1. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ R^n ËÁË ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÒÁÄÉ- ÅÎÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f : U → R Œ ÔÏÞËÅ p ∈ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ (∂f/∂x_1, . . ., ∂f/∂x_n), ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ p (U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Œ R^n). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ∇f.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ ∇f ÅÓÔØ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ, ŒÄÏÌØ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÙÓÔÒÅÅ ŒÓÅÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÌÕÞÅÊ, ŒÙÈÏ- ÄÑÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ p), Á ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ ∇f ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ (∂_hf(x) = lim_{t→+0}(f(x + th) − f(x))/t, ‖h‖ = 1, ÎÏÒÍÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ).

2. ðÕÓÔØ α > 0 | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. æÕÎËÃÉÑ f, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ

R^n\0 (ÉÌÉ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÍ ËÏÎÕÓÅ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÎÕÌÅ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ α, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f(tx_1, . . ., tx_n) = t^αf(x_1, . . ., x_n). ðÕÓÔØ f ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ α É ÇÌÁÄËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÏ x_1 ∂f ∂x_1 + · · · + x_n ∂f ∂x_n = αf(x_1, . . ., x_n). 3. ðÕÓÔØ f | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ p ÏÔ x_1, . . ., x_n, É ÐÕÓÔØ 0 < q < p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ÞÉÓÅÌ a_1, . . ., a_n ∈ R ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ∑ |α|=q D^αF (a_1, . . ., a_n)x^α α! = ∑ |β|=p−q a^β β! D^βF (x_1, . . ., x_n). úÄÅÓØ α É β | ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ, ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ ÜÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ŒŒÅ- ÄÅÎÙ.

4. ðÕÓÔØ P ∈ C [X] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ C É R^2 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ x + iy → (x; y); ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R^2 Œ R^2 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ z → P (z). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ C | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R^2 = C Œ ÓÅÂÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f^′(a).

5. ðÕÓÔØ A ∈ Mat_{n×n}(C ). äÏËÁÖÉÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ

exp A = I + A +

A^2 2! + . . .

6. îÁÊÄÉÔÅ exp ( λ 1 0 λ ) .

7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → exp X ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ (ÓÞÉÔÁÊ- ÔÅ, ÞÔÏ X ∈ Mat_{n×n}(R)). îÁÊÄÉÔÅ D exp(0), D exp(I).

8. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ R → Mat_{n×n}(R), ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ t → exp(tA), A ∈ Mat_{n×n}(R).

9. úÁÐÉÛÉÔÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ D^2 exp(0)(U_1, U_2).

10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ

Á) exp(B^{−1}AB) = B^{−1} exp AB;

Â) ÅÓÌÉ AB = BA, ÔÏ exp(A + B) = exp A exp B;

Œ) ÅÓÌÉ λ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ A, ÔÏ e^λ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ exp A.

11. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Œ R^2, ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ ´f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ´f = f_{xx} + f_{yy}. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (r; φ). œÙÒÁÚÉÔÅ ´f ÞÅÒÅÚ r, φ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ f ÐÏ r É/ÉÌÉ φ.

12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (1; −1) ÕÓÌÏŒÉÅ

x^5 − y^5 = x − y

ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÒÁÚÉÔØ y ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ y(x) Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 1 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(x^3).

13. ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R^3, É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p = (a, b, c) ∈ R^3 ÉÍÅÅÍ f(p) = 0, ÎÏ f_x(p), f_y(p) É f_z(p) ÏÔ ÎÕÌÑ ÏÔÌÉÞÎÙ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÓÌÏŒÉÅ f(x, y, z) = 0 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ (ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ p) ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ x, y É z ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ. õÐÒÏÓÔÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ∂x ∂y ∂y ∂z ∂z ∂x . 14. îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ É ŒÔÏÒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ z(x, y), ÚÁÄÁÎÎÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0; 0; 1) ÕÓÌÏŒÉÅÍ

(3 + x^2 + y^2 + z^2)^2 − 16(x^2 + z^2) = 0.