ìÅËÃÉÑ 12. òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ

œÓÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÜÔÏÊ ÌÅË- ÃÉÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍÉ!

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.10, ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÜËÓËÕÒÓ Œ ÏÂÝÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. ðÏÎÑÔÉÑ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ, ŒÁÖÎÙ É ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ A, B ⊂ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U, V ⊂ X, ÞÔÏ U ⊃ A, V ⊃ B É U ∩ V = ⊥. ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.2. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ⊂ X É ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÇÏ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W ⊂ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ X, ÞÔÏ F ⊂ U ⊂ U ⊂ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ A = F , B = X \ W , ÜÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓŒÏ- ÄÉÔÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 12.1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.3. œÓÑËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

åÓÌÉ B ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É x /∈ B, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ∋ x É V ⊃ B, ÞÔÏ U ∩ V = ⊥.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ U_b ∋ x É V_b ∋ b, ÞÔÏ U_b ∩ V_b = ⊥ (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍÉ!). ðÏÓËÏÌØËÕ B ËÏÍÐÁËÔÎÏ ËÁË ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÁ, ÉÍÅÅÍ B ⊂ V_{b1} ∪ . . . V_{bn} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ b_1, . . . , b_n ∈ B. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U = U_{b1} ∩ · · · ∩ U_{bn} É V = V_{b1} ∪ · · · ∪ V_{bn} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÁÛÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A É B | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_a ∋ a É V_a ⊃ B, ÞÔÏ U_a ∩ V_a = ⊥. ðÏÓËÏÌØËÕ A ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ, ÉÍÅÅÍ A = U_{a1} ∪ · · · ∪ U_{am} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_1, . . . , a_m ∈ A. ðÏÌÏÖÉÍ U = U_{a1} ∪ · · · ∪ U_{am} É V = V_{a1} ∩ · · · ∩ V_{am} . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U É V ÏÔËÒÙÔÙÅ, ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ, U ⊃ A É V ⊃ B.

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.4 (ÌÅÍÍÁ õÒÙÓÏÎÁ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ A, B ⊂ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → [0; 1], ÞÔÏ f(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ A É f(x) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ B.

æÕÎËÃÉÑ f, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ õÒÙÓÏÎÁ ÐÁÒÙ (A, B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÁÓÔØ ĂÔÏÇÄÁĄ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ: ÅÓÌÉ f | ÆÕÎËÃÉÑ õÒÙÓÏÎÁ ÐÁÒÙ (A, B), ÔÏ U = f^{−1}([0; 1/2) ) É V = f^{−1}( (1/2; 1]) | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ A É B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ | ĂÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁĄ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ A É B | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÅÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ õÒÙÓÏÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÏÌÏÖÉÍ W = X \ B. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 12.2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_{1/2} ⊂ X, ÞÔÏ A ⊂ U_{1/2} ⊂ U_{1/2} ⊂ W . äÁÌÅÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.2 Ë ÐÁÒÁÍ (A, U_{1/2}) É (U_{1/2}, W ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÊÄÅÍ ÔÁ- ËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{1/4} É U_{3/4}, ÞÔÏ A ⊂ U_{1/4} ⊂ U_{1/4} ⊂ U_{1/2} É U_{1/2} ⊂ U_{3/4} ⊂ U_{3/4} ⊂ W . ðÒÏÄÏÌÖÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ^1 ÞÉÓÌÁ r ∈ (0; 1) ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_r ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ A ⊂ U_r ⊂ W ÐÒÉ ŒÓÅÈ r É U_r ⊂ U_r0 ÐÒÉ r < r^′. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ U_1 = X. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÀ f ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f(x) = inf{ r | x ∈ U_r }. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ õÒÙÓÏÎÁ.

ôÏ, ÞÔÏ f(X) ⊂ [0; 1], A ⊂ f^{−1}(0) É B ⊂ f^{−1}(1), ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ f(x) = c ∈ (0; 1), É ÐÕÓÔØ ε > 0. ðÏÓËÏÌØËÕ f(x) < c + ε, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r ∈ (c; c + ε), ÞÔÏ x ∈ U_r . äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ s É s^′ | ÔÁËÉÅ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ c − ε < s < s^′ < c; ÔÏÇÄÁ x ≠ U_s0 , É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ x ≠ U_s. ðÏÌÏÖÉÍ U = U_r \ U_s. ïÞÅŒÉÄÎÏ, U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, U ∋ x É f(U ) ⊂ (c − ε; c + ε). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏŒÅÒÅÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ f ÎÁ ŒÓÅÍ X, ËÒÏÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ f^{−1}(0) É f^{−1}(1). üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ É ŒÓÑËÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÍÅ ÎÁÛÅÊ ÌÅËÃÉÉ. óÎÁÞÁÌÁ | ŒÓÐÏ- ÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.5. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ X. åÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(x) ≠ 0. îÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ supp f ⊂ X.

ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: x /∈ supp f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {U_α}_{α∈A}, ÞÔÏ ⋃ α∈A U_α = X. A priori ĂÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒĄ A ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÉ ËÏ- ÎÅÞÎÙÍ, ÎÉ ÄÁÖÅ ÓÞÅÔÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.6. ðÕÓÔØ U = {U_α}_{α∈A} | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÍ ÐÏËÒÙÔÉÀ U, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ {f_β : X → [0; 1]}_{β∈B}, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÔÁËÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ β ∈ B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ α ∈ A, ÞÔÏ supp f_β ⊂ U_α;

1þÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ m/2n, ÇÄÅ

m 2 Z, n 2 N.

2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ∋ x, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, β ∈ B, ÆÕÎËÃÉÑ f_β ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ V .

3) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ β∈B f_β (x) = 1.

õÓÌÏŒÉÅ (3) Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ŒŒÉÄÕ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ (2), ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÓÕÍÍÅ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.7. äÌÑ (ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ) ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ X ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) X ÎÏÒÍÁÌØÎÏ;

2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (2) ⇒ (1): ÐÕÓÔØ A É B | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÛÉÅÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, É ÐÕÓÔØ (φ, ψ) | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÍÕ ÐÏËÒÙÔÉÀ (X \ A, X \ B). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ φ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÃÉÅÊ õÒÙÓÏÎÁ ÐÁÒÙ (A, B): ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ A (ÔÁË ËÁË supp φ ⊂ X \ A) É ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ B (ÔÁË ËÁË supp ψ ⊂ X \ B É ψ = 1 − φ).

(1) ⇒ (2): ÐÕÓÔØ X = U ∪ V | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ; ÐÏÌÏÖÉÍ A = X \ U , B = X \V , É ÐÕÓÔØ f : X → [0; 1] | ÆÕÎËÃÉÑ õÒÙÓÏÎÁ ÐÁÒÙ (A, B). ðÏÌÏÖÉÍ A_1 = f^{−1}([0; 1/3]), B_1 = f^{−1}([2/3; 1]). A_1 É B_1 | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ; ÐÕÓÔØ g : X → [0; 1] | ÆÕÎËÃÉÑ õÒÙÓÏÎÁ ÐÁÒÙ (A_1, B_1) É h = 1 − g. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (g, h) | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙ- ÔÉÀ (U, V ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ g ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ f^{−1}( (1/3; 1]) ⊂ f^{−1}([1/4; 1]); ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÉÍÅÅÍ supp g ⊂ f^{−1}([1/4; 1]) ⊂ X \ A = U ; ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ ÉÍÅÅÍ supp h ⊂ V , Á ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÖÉÚÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÄŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.8. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÇÏ ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏËÒÙÔÉÀ X = U_1 ∪ · · · ∪ U_n.

åÓÌÉ n = 2, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.7, ÔÁË ËÁË ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÉÚ n − 1 ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÐÕÓÔØ f_1, . . . , f_{n−1} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎ- ÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ {U_1, . . . , U_{n−2}, U_{n−1} ∪ U_n}. ðÕÓÔØ K = supp f_{n−1} ⊂ U_{n−1} ∪ U_n, É ÐÕÓÔØ (g, h) | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÐÏÄ- ÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÀ {K ∩ U_{n−1}, K ∩ U_n} (ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 12.7). œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÏÊ:

ìÅÍÍÁ 12.9. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. åÓÌÉ f : X → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, supp f ⊂ K É g : K → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ φ(x) = { f(x)g(x), x ∈ K; 0, x /∈ K ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ φ Œ ÔÏÞËÁÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(x) > 0 ÉÌÉ x /∈ K, ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ x ∈ K É f(x) = 0. ðÏÌÏÖÉÍ C = max_{y∈K} |f(y)|. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ U ⊂ X, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x, ÞÔÏ |f(p)| < ε/C ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ U ; ÔÏÇÄÁ |φ(p)| < ε ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ U , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ, ÐÏÌÏÖÉÍ ~f_{n−1} ÒÁŒÎÙÍ f_{n−1}g ÎÁ K É ÎÕÌÀ ŒÎÅ K, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÍ ~f_n ÒÁŒÎÙÍ f_{n−1}h ÎÁ K É ÎÕÌÀ ŒÎÅ K. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏ, (f_1, . . . , f_{n−2}, ~f_{n−1}, ~f_n) | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ (U_1, . . . , U_n), ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÉÎÄÕËÃÉÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.10. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É U = ⋃ U_α | ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ. ôÏÇÄÁ ÎÁ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ {U_α}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁ ŒÓÅÍ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÏÑÝÅÇÏ ÎÁÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔÏ- ÍÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: B_a(r) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ R^n.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ U = ⋃ i B_{ai} (r_i), ÏÂÌÁÄÁÀ- ÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(1) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ α, ÞÔÏ B_{ai} (r_i) ⊂ B_{ai} (2r_i) ⊂ U_α.

(2) õ ŒÓÑËÏÊ a ∈ U ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏŒ B_{ai} (2r_i).

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ìÅÍÍÁ 12.11. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ V_1 ⊂ K_1 ⊂ V_2 ⊂ K_2 ⊂ · · · ⊂ U , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ V_i ÏÔËÒÙÔÙ, ŒÓÅ K_i ËÏÍÐÁËÔÎÙ, É ⋃ i V_i = U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K_n(U ) = { x ∈ U | inf_{p∈}R_{n\U} d(x, p) ¿ 1/n }, V_n(U ) = { x ∈ U | inf_{p∈}R_{n\U} d(x, p) > 1/n } (ÞÅÒÅÚ d ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÏÂÙÞÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ Œ R^n). âÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_n(U ) ÏÔËÒÙÔÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K_n(U ) ÚÁÍËÎÕÔÙ Œ R^n (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÍÐÁËÔÎÙ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ), É ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ V_n(U ) ⊂ K_n(U ) ⊂ V_{n+1}(U ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_n(U ) É K_n(U ) | ÉÓËÏÍÙÅ.

åÓÌÉ ÖÅ U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

K_n = K_n(U ∩ B_0(n)), V_n = V_n(U ∩ B_0(n)).

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ V_n ⊂ K_n ⊂ V_{n+1} ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÏÊ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁÛÉ ÛÁÒÙ ÔÁË: ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ U_α ∩ V_2 Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÛÁ- ÒÏŒ ŒÉÄÁ B_a(r), ÞÔÏ B_a(2r) ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ U_α ∩V_2, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÛÁÒÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ (ÛÁÒÙ ŒÉÄÁ B_a(r)) ÐÏËÒÙŒÁ- ÌÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K_1; ÚÁÔÅÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉŒ ËÁÖÄÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÉÄÁ U_α ∩ (V_3 \ K_1) Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏŒ ŒÉÄÁ B_a(r), ÞÔÏ B_a(2r) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ U_α ∩ (V_3 \ K_1), ŒÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ÛÁÒÏŒ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ K_2, É Ô. Ä.: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ¿ 1 ŒÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁ- ÒÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ (ŒÍÅÓÔÅ Ó Ï ÓŒÏÉÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2) Œ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ŒÉÄÁ U_α ∩ (V_{i+2} \ K_i) É ÐÏËÒÙ- ŒÁÀÝÉÈ K_{i+1}. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÛÁÒÏŒ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ: ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (1) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ÕÓÌÏŒÉÅ (2) ŒÙÔÅËÁ- ÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_{i+2} \ K_i ⊂ U ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÌÉÛØ Ó ÛÁÒÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÐÅÒŒÙÈ i + 2 ÛÁÇÁÈ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

œŒÉÄÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (1) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÞÅÔÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ {B_{ai} (2r_i)}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏ- ÓÔÁÑ

ìÅÍÍÁ 12.12. ðÕÓÔØ 0 < r_1 < r_2 É a ∈ R^n. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h : R^n → [0; 1], ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ B_a(r_1) É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ŒÎÅ B_a(r_2)(0).

(ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ).

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ N ÐÕÓÔØ ψ_i : R^n → [0; 1] | ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÁÑ Œ ÓÉ- ÌÕ ÌÅÍÍÙ 12.12 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ B_{ai} (r_i) É ÎÕÌÀ ŒÎÅ B_{ai} (3r_i/2). îÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ ψ_i | ÜÔÏ ÐÏÞÔÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ: ÕÓÌÏŒÉÅ (1) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 12.6 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (1) ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÁ ÛÁÒÏŒ, ÔÁË ËÁË supp ψ_i ⊂ B_{ai} (2r_i), ÕÓÌÏŒÉÅ (2) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 12.6 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (2); ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÈŒÁÔÁÅÔ, | ÓÕÍÍÁ ∑ i ψ_i ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. üÔÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÙ ÉÓÐÒÁŒÉÍ, ÐÏÌÏÖÉŒ φ_i = ψ_i/ (∑ j∈Nψj^). óÕÍÍÁ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÎÉÇÄÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U

ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ψ_i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÎÁ ÛÁÒÅ B_{ai} (r_i), Á ÜÔÉ ÛÁÒÙ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ U , ÔÁË ÞÔÏ φ_i | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ U Œ [0; 1]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ψ_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.13. èÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÙÍ. íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÁËÏŒÙ ŒÓÑËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n; ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÜÔÏ ÕÖÅ ÓÌÏÖÎÅÅ), ÞÔÏ É ŒÓÑËÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ðÏÓÔÒÏÉŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÉÈ Ë ÄÅÌÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.10. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 11.3 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → C(Y ), ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → f_x, ÇÄÅ f_x(y) = f(x, y), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒŒÉÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ X, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X = U_1 ∪ · · · ∪ U_m, ÞÔÏ ‖f_{x1} − f_{x2} ‖ < ε/2, ËÁË ÔÏÌØËÏ x_1 É x_2 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏËÒÙÔÉÑ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, |f(x_1, y) − f(x_2, y)| < ε/2, ËÁË ÔÏÌØËÏ x_1 É x_2 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ U_j . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ Y = V_1 ∪ . . . V_n, ÞÔÏ |f(x, y_1) − f(x, y_2)| < ε/2, ËÁË ÔÏÌØËÏ y_1 É y_2 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ V_k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |f(p)−f(q)| 6 ε, ËÁË ÔÏÌØËÏ p É q ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÉÄÁ U_j × V_k ⊂ X × Y .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g_1, . . . , g_m | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ X, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏ- ËÒÙÔÉÀ {U_1, . . ., U_m}, É h_1, . . . , h_n | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ Y , ÐÏÄÞÉÎÅÎ- ÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ {V_1, . . . , V_n}. œÙÂÅÒÅÍ ÅÝÅ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÐÏ ÔÏÞ- ËÅ p_{ij} ∈ U_i × V_j ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i É j, É ÐÏÌÏÖÉÍ c_{ij} = f(p_{ij} ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ‖ ‖ ‖f − ∑ i,j f(p_{ij} )g_i ⊗ h_j ‖ ‖ ‖ 6 2ε | ŒŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ε ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅ-

ÄÏŒÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ. ðÕÓÔØ (x, y) ∈ U_k × V_l ⊂ X × Y . ôÁË ËÁË, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ∑ i,j g_i(x)h_j (y) = 1, ÉÍÅÅÍ f(x, y) − ∑ i,j f(p_{ij} )f_i(x)g_j (y) = ∑ i,j (f(x, y) − f(p_{ij} ))f_i(x)g_j(y). (12.1)

åÓÌÉ (U_i × V_j ) ∩ (U_k × V_l) = ⊥, ÔÏ f_i(x)g_j(y) = 0, É ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. åÓÌÉ ÖÅ (U_i × V_j ) ∩ (U_k × V_l) ≠ ⊥, ÔÏ ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ q ∈ (U_i × V_j) ∩ (U_k ∩ V_l); ÉÍÅÅÍ |f(x, y) − f(p_{ij} )| 6 |f(x, y) − f(q)| + |f(q) − f(p_{ij} )| 6 2ε. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÓÑ- ËÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (12.1) ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2ε · f_i(x)g_j(y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i É j. ôÁË ËÁË ∑ i,j g_i(x)h_j (y) = 1, ÍÏÄÕÌØ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (12.1) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2ε, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ.

îÁÛÅ ŒÔÏÒÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÅÄÉÎÉÃÙ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁ- ÌÏŒ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.14. ðÕÓÔØ f : R^n → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. åÓÌÉ X | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÊ supp f, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ X f dx_1 . . . dx_n ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅ- ÐÉÐÅÄÁ X ⊃ supp f, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ f ÐÏ R^n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫Rn^{f dx}1^{. . . dx}n^. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ (ÚÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ X_1 É X_2 Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X_1 ⊂ X_2, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n).

ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.15. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ É f : U → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. åÓÌÉ {φ_i}_{i∈}N| ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ ÎÁ U , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ φ_i ÉÍÅÀÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÎÏÓÉÔÅÌÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÒÑÄ ∑ i ∫ Rn^{fφi dx1 . . . dxn (12.2)}

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ. (œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ φ_i, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁ U , ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÙ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ŒÓÅ R^n.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.16. óÕÍÍÁ ÒÑÄÁ (12.2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ∫ U f dx_1 . . . dx_n. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÏÔËÒÙÔÏ, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ X. ðÕÓÔØ |f(x)| 6 M ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ U . ôÏÇÄÁ | | | ∫Rn^{fφ}i^{dx}1^{. . . dx}n^|^{6 ∫}X^{M φ}i^{dx}1^{. . . dx}n^{= M ∫}X^φi^{dx}1^{. . . dx}n^{. ðÏ-} ÓËÏÌØËÕ φ_1(x) + · · · + φ_m(x) 6 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R^n, ŒÓÑËÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ (12.2), ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ M · vol(X), ÏÔËÕÄÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ {φ_i} É {ψ_j} | ÄŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ {φ_iψ_j}_{i,j∈}N| ÔÁËÖÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ U Ó ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÏÊÎÏÊ ÒÑÄ ∑ i,j ∫Rn^{fφ}i^ψj^{dx}1^{. . . dx}n^. œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁÃÅ ÏÎ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.10 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÕÍÍÁ- ÍÉ ∑ i (∑ j ∫Rn^{fφ}i^ψj^{) É ∑}j^{(∑}i^∫Rn^{fφ}i^ψj^{). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ}

ÓÕÍÍ ÒÁŒÎÁ ∑ i ∫Rn^{fφ}i^{, Á ŒÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ ∑}j^∫Rn^{fψ}j^{| ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÓÅ É ÂÕÄÅÔ}

ÓÌÅÄÏŒÁÔØ.

ìÅÍÍÁ 12.17. ðÕÓÔØ f : X → C | ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ É

{φ_i} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ fφ_i ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n > N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ supp f ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ÌÉÛØ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ φ_i. ðÏÓËÏÌØËÕ supp f ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÁËÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÅÊ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ φ_i ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó supp f.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ∈ N ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ φ_iψ_j ≡ 0 ÐÒÉ j > N É φ_i = ∑_N j=1 φ_iψ_j. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Œ ÎÁÛÅÍ ÄŒÏÊÎÏÍ ÒÑÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÎÅÞÎÙ, É ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i ÒÁŒÎÁ

∫Rn^{fφ}i^{. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÔÏÌÂÃÁ Ó}

ÎÏÍÅÒÏÍ j ÒÁŒÎÁ

∫Rn^{fψ}j^{. üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.}

éÔÁË, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.16 ËÏÒÒÅËÔÎÏ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ ÏÔ- ËÒÙÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒ- ÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÅ. ôÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ U dx_1 . . . dx_n), ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Ăn-ÍÅÒÎÙÍ ÏÂSSÅÍÏÍĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U . ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÅÇÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ. âÕÄÅÍ ÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ μ(U ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.18. íÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ĂÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÌÏÈÏÇÏĄ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ Ó ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ R^n ÍÅÒÕ Ó ÒÁÚÕÍÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÕÀ ÏÂSSÅÍ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÓÏŒÅÒÛÅÎ- ÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.19. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ.

1) åÓÌÉ f, g | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ U É λ, μ ∈ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ ∫ U (λf + μg) dx_1 . . . dx_n = λ ∫ U f dx_1 . . . dx_n + μ ∫ X g dx_1 . . . dx_n. 2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ U ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | | | | ∫ U f dx_1 . . . dx_n | | | | 6 μ(U ) · sup_{x∈U} |f(x)|. 3) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ U ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | | | ∫ U f dx_1 . . . dx_n | | | 6^∫_U |f| dx1 . . . dxn. 4) åÓÌÉ f, g : U → R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, É f(x) ¿ g(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ U , ÔÏ ∫ U f dx_1 . . . dx_n ¿ ∫ U g dx_1 . . . dx_n. 5) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ ∫ U f dx_1 . . . dx_n = lim_{n→∞} ∫ U f_n dx_1 . . . dx_n. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.6 É ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ 12.16. þÉÔÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÔÒÕÄÁ ÐÒÏŒÅÄÅÔ ÉÈ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

óŒÅÄ«ÅÎÉÅ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ë ÐÏŒÔÏÒÎÏÍÕ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÏÔËÒÙ- ÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. äÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÅÓÔÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÁËÕÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 12.20. ðÕÓÔØ π : R^n → R | ÐÒÏÅËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x_1, . . . , x_n) → x_n, É ÐÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : U → C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ; ÄÌÑ ŒÓÑËÏ- ÇÏ a ∈ π(U ) ÐÏÌÏÖÉÍ U_a = U ∩ (R^{n−1} × {a}), É ÐÕÓÔØ f_a | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ U_a. ôÏÇÄÁ ∫ U f dx_1 . . . dx_n = ∫ π(U) (∫ U_{xn} f_{xn} dx_1 . . . dx_{n−1} ) dx_n. äÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÍÅÀÝÉÍÉÓÑ Õ ÎÁÓ ÓÒÅÄÓÔŒÁÍÉ ÔÁËÖÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ, ÎÏ, ŒÉÄÉÍÏ, ÌÕÞÛÅ ÐÒÉÎÑÔØ ÅÅ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁ ŒÅÒÕ É ÐÏÄÏÖÄÁÔØ ÔÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ, ËÏÇÄÁ ŒÙ ÉÚÕÞÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ æÕÂÉÎÉ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÏÂSSÅÍÅ.