ìÅËÃÉÑ 13. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ŒÁÖÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÁ- ÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÁÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÎÏ ŒÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍÉ É ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.1. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R. îÏÒÍÏÊ ÎÁ V ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ V Œ R, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ v → ‖v‖ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ:

1) ‖v‖ ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , É ‖v‖ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v = 0. 2) ‖λv‖ = |λ| · ‖v‖ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ λ ∈ R É v ∈ V . 3) ‖v + w‖ 6 ‖v‖ + ‖w‖ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ v, w ∈ V . œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÎÏÒÍÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ C | ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ (ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (2) ÐÉÓÁÔØ λ ∈ C ŒÍÅÓÔÏ λ ∈ R).

îÁ ŒÓÑËÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ρ(v, w) = ‖v − w‖ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÍÅ- ÔÒÉËÏÊ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏŒÏÒÑ Ï ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÄÁÎÁ ÜÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ É ÜÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. åÓÌÉ ÄÌÑ v = (x_1, . . ., x_n) ∈ R^n ÐÏÌÏÖÉÔØ ‖v‖ = √ x^2_1 + · · · + x^2_n, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÎÏÒÍÕ ÎÁ R^n (ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ (2) ÄÌÑ ÎÅÅ | ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖ- ÎÏÅ, ÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ). äÒÕÇÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ R^n ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ‖(x_1, . . ., x_n)‖ = max(|x_1|, . . ., |x_n|) (ÚÄÅÓØ, ËÁË É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ). œ ÓÁÍÏÊ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÍÙ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ (ÎÅ ÐÒÏÉÚÎÏÓÑ ÓÌÏŒÁ ĂÎÏÒÍÁĄ), ÞÔÏ ÏÂÅ ÜÔÉ ÎÏÒÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ R^n. åÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÎÏÒÍÙ ÎÁ R^n ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ‖(x_1, . . ., x_n)‖ = |x_1|+· · ·+|x_n|. üÔÁ ÎÏÒÍÁ ÔÏÖÅ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ R^n, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎ- ÎÏ (Á ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ).

á ŒÏÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÏÒÍ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. ðÕÓÔØ C(X) | ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ X. æÕÎËÃÉÑ f → sup_{x∈X} |f(x)|, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÌÉ sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C(X). åÓÌÉ X | ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÏÓÉ (ÉÌÉ, ÛÉÒÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌÅ- ÐÉÐÅÄ Œ R^n), ÔÏ ÎÁ C(X) ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ É ÄÒÕÇÕÀ ÎÏÒÍÕ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f → ∫ X |f(x)| dx; ÜÔÁ ÎÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ L^1-ÎÏÒÍÏÊ. åÝÅ ŒÁÖÎÅÅ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ L^2-ÎÏÒÍÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ f → (∫ X |f(x)|^2 dx )_{1/2} (ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÁËÓÉÏÍÙ (2) ÏÐÑÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ).

œÔÏÒÏÅ (ÐÏÓÌÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÎÁ ÎÁÛÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÑ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, Œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. îÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÝÉÊ ÏÔŒÅÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.2. ðÕÓÔØ V, W | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É A: V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ ÎÏÒÍÁÍÉ Œ V É W ).

(2) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M > 0, ÞÔÏ ‖A(v)‖ 6 M ‖v‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ (2) ⇒ (1) ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÏ: ÅÓÌÉ ‖A(v)‖ 6 M ‖v‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v, ÔÏ ‖A(v) − A(w)‖ < ε, ËÁË ÔÏÌØËÏ ‖v − w‖ < ε/M, ÏÔËÕÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ (1) ⇒ (2), ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÏÎÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É Œ ÎÕÌÅ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ δ > 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖v‖ 6 δ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖A(v)‖ 6 1. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ v ∈ V ÉÍÅÅÍ A(v) = A(δ^{−1} · ‖v‖ · δ · ‖v‖^{−1}v) = δ^{−1}‖v‖ · A(δ · ‖v‖^{−1}v). ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ‖δ · ‖v‖^{−1}v‖ = δ, ÉÍÅÅÍ ‖A(δ · ‖v‖^{−1}v)‖ 6 1 É ‖A(v)‖ 6 δ^{−1}‖v‖, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ M = δ^{−1}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.3. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ (1) ⇒ (2) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÓÔØ A Œ ÎÕÌÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÎÕÌÅ.

œŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÓÅÂÑ) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÝÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁÍÉ.

åÓÌÉ V É W | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É L(V, W ) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V Œ W , ÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ L(V, W ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ ÄÌÑ A ∈ L(V, W ) ÐÏÌÏÖÉÔØ ‖A‖ = sup_{v∈V \{0}} ‖A(v)‖/‖v‖, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

‖ · ‖ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ L(V, W ) (ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ ‖A‖ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ-

ÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A). îÁÍ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ; ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÄÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÏÒÍÙ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ: Œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ? îÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÊ ÏÔŒÅÔ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.4. äŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.5. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 | ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÎÅÍ. üÔÉ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É M, ÞÔÏ m‖v‖_1 6 ‖v‖_2 6 M ‖v‖_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÏÒÍÙ ‖·‖_1 É ‖·‖_2 ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ V ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (V, ‖ · ‖_1) → (V, ‖ · ‖_2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ. (ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ V Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÚÁÄÁÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÎÏÒÍÁÍÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ M > 0, ÞÔÏ ‖v‖_2 6 M ‖v‖_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , Á ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C > 0, ÞÔÏ ‖v‖_1 6 C‖v‖_2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ÉÍÅÅÍ m‖v‖_1 6 ‖v‖_2, ÇÄÅ m = c^{−1}. üÔÏ É ÅÓÔØ ÎÁÛÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÙÌÉ, Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÅÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.6. îÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ R^n ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N, ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÎÏÒÍÁÈ ÎÁ R^n. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ R^n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ. ðÕÓÔØ ‖ · ‖ | ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ É ‖ · ‖_? | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ R^n. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ v → ‖v‖_? ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ R^n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ {e_1, . . ., e_n} | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R^n É M = max_i(‖e_i‖_?). åÓÌÉ v = x_1e_1 + · · · + x_ne_n, ÔÏ ‖v‖_? 6 |x_1| · ‖e_1‖_? + · · · + |x_n| · ‖e_n‖_? 6 nM max(|x_1|, . . ., |x_n|) 6 nM · ‖v‖. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, | ‖v‖_? − ‖w‖_? | 6 ε, ËÁË ÔÏÌØËÏ ‖v − w‖ 6 ε/nM, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔØ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^{n−1} = { v ∈ R^n | ‖v‖ = 1 } ËÏÍÐÁËÔÎÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ, ÆÕÎËÃÉÑ v → ‖v‖_? ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ S^{n−1} ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ M É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ m; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÏÒÍÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÅÍ m > 0. ôÁË ËÁË ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ v ≠ 0 ÉÍÅÅÍ ‖v‖^{−1}v ∈ S^{n−1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ v, m 6 ‖v‖^{−1} · ‖v‖? 6 M ⇔ m‖v‖ 6 ‖v‖? 6 M ‖v‖, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.5, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÏÒÍ.

ðÒÉÍÅÒ 13.7. âÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.6 ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅŒÅÒÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÎÏÒÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ), ÔÁË É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.5 ÜÔÉ ÎÏÒÍÙ ÏÃÅÎÉŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÁ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÕÀ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÏÎÏ ÌÉÂÏ ÐÏÌÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ÎÏÒÍ, ÌÉÂÏ ÎÅÐÏÌÎÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ÎÏÒÍ. á ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C[a; b]. ïÎÏ ÐÏÌÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ sup-ÎÏÒÍÙ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.6), ÎÏ ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L^1-ÎÏÒÍÙ (ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ Õ ŒÁÓ ÎÁ ÆÅŒÒÁÌØÓËÏÍ ÜËÚÁÍÅÎÅ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, sup-ÎÏÒÍÁ É L^1-ÎÏÒÍÁ ÎÁ C[a; b] ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.8. œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. åÓÌÉ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É f : V → R | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ |f(v)| = o(‖v‖), ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÔØ, ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ ÎÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ: ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.6 ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ

ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÓŒÏÅÊ ÎÏÒÍÙ: ÐÏÌÎÏÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ, Á ÉÚ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 13.7 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÏÌÎÏÔÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÔÅÒÑÅÔÓÑ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÓÐÅÃÉÆÉËÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.9. œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.6 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ A: R^m → R^n, Á ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÏÂÏÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ n × m-ÍÁÔÒÉÃÅÊ (a_{ij}). ðÏÌÏÖÉÍ C = max_{i,j} |a_{ij}|. åÓÌÉ v = (x_1, . . ., x_m) ∈ R^m, ÔÏ i-ÔÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ŒÅËÔÏÒÁ Av ÒÁŒÎÁ a_{i1}x_1 + · · · + a_{in}x_n., Á ÅÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ |a_{i1}| · |x_1| + · · · + |a_{in}| · |x_n| 6 nC · max(|x_1|, . . ., |x_n|) = nC · ‖v‖. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Av, ÉÍÅÅÍ ‖Av‖ 6 nC · ‖v‖, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.2.

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÁËÏÊ (Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ÇÌÕÐÙÊ)

ðÒÉÍÅÒ 13.10. ðÕÓÔØ V = C[0; 1] Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ É W = R (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÒÙŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: V → R ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ŒÓÑËÏ- ÇÏ n ∈ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f_n ∈ V , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f_n(x) = x^n/2^n. æÕÎËÃÉÉ f_1, f_2, . . . ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ (ÔÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÃÅÌÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ). ìÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ {f_n}_{n∈}N ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÂÁÚÉÓ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ). ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÂÁÚÉÓÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ; ÐÏÌÏÖÉÍ A(f_n) = n, É ÚÁÄÁÄÉÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ (ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ËÁËÉÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ A ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ f_n → 0 Œ sup-ÎÏÒÍÅ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1, 2, . . ., n, . . . Ë ÎÕÌÀ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÒÁÚÒÙŒÎÏ Œ ÎÕÌÅ (ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ É Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ).

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ŒÅÒÎÙÊ ËÁË ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÙÈ, ÔÁË É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.11. ðÕÓÔØ A: V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. åÓÌÉ ‖A(v)‖ = o(‖v‖) ÐÒÉ v → 0, ÔÏ A ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ v ∈ V , ÞÔÏ Av = w ≠ 0. ôÁË ËÁË ‖A(v)‖ = o(‖v‖), ÉÍÅÅÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ‖A(tv)‖ = o(|t| · ‖v‖) ÐÒÉ t → 0. ïÄÎÁËÏ ÖÅ ‖A(tv)‖ = |t|‖w‖, É ÐÒÉ ‖w‖ ≠ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ t Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.