ìÅËÃÉÑ 14. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.1. ðÕÓÔØ E É F | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ U, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: E → F , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ‖f(p + h) − (f(p) + A(h))‖ = o(‖h‖) ÐÒÉ h → 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ A: E → F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ p (ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ ÎÅ ĂÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑĄ, Á ĂÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌĄ, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÜÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÓÍÙÓÌ).

œÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ: Df(p), f^′(p), T_pf; ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÍ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ. åÓÌÉ E = F = R, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: R → R | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ a, É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÎÁÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(a) (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2).

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ o(‖h‖), ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ h → 0, É ÐÏÓËÏÌØËÕ, ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ A, lim_{h→0}(f(p) + A(h)) = f(p), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ lim_{h→0} f(p + h) = f(p), ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ Œ ÔÏÞËÅ p ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E É F ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ A, ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.9), ÐÌÀÓ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÎÁÄÏÂÎÏÓÔÉ ÕÔÏÞÎÑÔØ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÎÏÒÍÙ ŒÙÂÒÁÎÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ E É F (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.8). œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ E É F | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ C , Á ÎÅ ÎÁÄ R. ïÄ- ÎÁËÏ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÚÁÈÏÄÉÔ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÄÁÌÅËÏ, É ÉÚÕÞÁÔØ (ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÊ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÕÞÛÅ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ.

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.2. åÓÌÉ A: E → F | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ E, É ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ A.

üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.3. åÓÌÉ, Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 14.1, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → F ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ U, ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ p ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A, B : E → F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ p, ÔÏ, ŒÙÞÉÔÁÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(p + h) = f(p) + A(h) + φ(h) É f(p + h) = f(p) + B(h) + ψ(h), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

A(h) − B(h) = ψ(h) − φ(h). ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ o(‖h‖) ÐÒÉ h → 0; ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.11 ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h → A(h)−B(h) ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ | ĂÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉĄ Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.4. ðÕÓÔØ E, F É G | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E É V ⊂ F | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, f : U → V É g : V → G | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ p, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ f(p), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ∘ f : U → G ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ p, ÐÒÉÞÅÍ D(g ∘ f)(p) = Dg(f(p)) ∘ Df(p).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉŒ Df(p) = A, Dg(f(p)) = B, ÚÁÐÉÛÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(p + h) = f(p) + A(h) + φ(h) É g(f(p) + k) = g(f(p)) + B(k) + ψ(k), ÇÄÅ ‖vf(h)‖ = o(‖h‖) É ‖ψ(k)‖ = o(‖k‖). éÚ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÉÍÅÅÍ

g(f(x + h)) = g(f(p)) + B(A(h) + φ(h)) + ψ(A(h) + φ(h)) = = g(f(p)) + B(A(h)) + B(φ(h)) + ψ(A(h) + φ(h)).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h → B(A(h)) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ (Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÁ ÏÇÏŒÏÒËÁ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 13.9, ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÎÕÖÎÁ), ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÍ ÎÁ- ÄÏ ÌÉÛØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ‖B(φ(h)) + ψ(A(h) + φ(h))‖ = o(‖h‖). äÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÄŒÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: ‖B(φ(h)‖ = o(‖h‖) É ‖ψ(A(h) + φ(h))‖ = o(‖h‖). þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÅÒŒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ Q > 0, ÞÔÏ ‖B(y)‖ 6 Q‖y‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ F . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ‖B(φ(h))‖ 6 Q‖φ(h)‖. ðÏÓËÏÌØËÕ ‖φ(h)‖ = o(‖h‖), ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÁÎÏ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÅ ÞÉÓÌÏ P > 0, ‖A(h)‖ 6 P ‖h‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ E. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ‖φ(h)‖ = o(‖h‖), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ δ > 0, ÞÔÏ ‖φ(h)‖ 6 ‖h‖ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ‖h‖ < δ (ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÂÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ‖φ(h)‖ = O(‖h‖), ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÏÇÏ ÈŒÁÔÉÔ; ĂÎÁ ŒÓÀ ËÁÔÕÛËÕĄ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ‖φ(h)‖ = o(‖h‖) ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÌÉÓØ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ‖A(h) + φ(h)‖ 6 (P + 1)‖h‖, ËÁË ÔÏÌØËÏ ‖h‖ < δ. ôÁË ËÁË ‖ψ(k)‖ = o(‖k‖), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ δ_1 > 0, ÞÔÏ ‖ψ(k)‖ < ε‖k‖ ÐÒÉ ‖k‖ < δ_1. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ ‖h‖ ÍÅÎØÛÅ ËÁË δ, ÔÁË É δ_1/(P + 1), ÔÏ ‖ψ(A(h) + φ(h))‖ < ε‖A(h) + φ(h)‖ 6 (Q + 1)ε‖h‖. ðÏÓËÏÌØËÕ Q ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, Á ÞÉÓÌÏ ε > 0 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ‖ψ(A(h) + φ(h))‖ = o(‖h‖), ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ- ÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÇÒÅÈ ÎÅ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ, ËÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ f : U → R^n | ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (x_1, . . ., x_m) → (f_1(x_1, . . ., x_m), . . ., f_n(x_1, . . ., x_m)). ðÕÓÔØ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ p = (p_1, . . ., p_m) ∈ U, É ÐÕÓÔØ Df(p) = A: R^m → R^n. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f(p + h) = f(p) + A(h) + φ(h), ÇÄÅ ‖φ(h)‖ = o(‖h‖). ðÕÓÔØ (u_1, . . ., u_m) É (v_1, . . ., v_n) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ R^m É R^n; Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒÍÙ Œ R^m É R^n ŒÙÂÅÒÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ Œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (a_{ij}), ÔÁË ÞÔÏ A(u_j ) = a_{1j}v_1 + · · · + a_{nj}v_n, ÔÏ ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ t ∈ R ÉÍÅÅÍ

f(p + tu_j ) = f(p) + tA(u_j) + φ(tu_j) = f(p) + t(a_{1j}v_1 + · · · + a_{nj}v_n) + φ(tu_j);

ÏÔÄÅÌÑÑ i-ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ

f_i(p_1, . . ., p_{j−1}, p_j + t, p_{j+1}, . . ., p_n) = f_i(p_1, . . ., p_n) + ta_{ij} + φ_i(tu_j). (14.1)

ðÏÓËÏÌØËÕ |φ_i(tu_j )| 6 ‖φ(tu_j)‖ É ‖tu_j‖ = |t|, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |φ_i(tu_j )| = o(|t|). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (14.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a_{ij} | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ y → f_i(p_1, . . ., p_{j−1}, y, p_{j+1}, . . ., p_n) Œ ÔÏÞËÅ p_j. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÅÓÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.5. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ. åÓÌÉ p = (p_1, . . ., p_m) ∈ U, ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{t→0} f(p_1, . . ., p_{j−1}, p_j + t, p_{j+1}, . . ., p_n) − f(p_1, . . ., p_n) t ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) i-ÏÊ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ^{∂f}_{∂xi} (p) (ÉÎÏÇÄÁ ÐÉÛÕÔ D_if(p); ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ).

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄŒÅÓÔÉ ÉÔÏÇÉ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÁË:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.6. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ f = (f_1, . . ., f_n) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U Œ R^n. åÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞ- ËÅ p ∈ U, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p): R^m → R^n Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (∂f_i/∂x_j)(p).

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.4 ÄÁÅÔ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÅ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.7. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m É V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ, f : U → V | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U, É g : V → R | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ŒÓÀÄÕ ÎÁ V . åÓÌÉ f(x_1, . . ., x_m) = (u_1(x_1, . . ., x_m), . . ., u_n(x_1, . . ., x_m)), ÔÏ ∂g ∂x_i = n∑ j=1 ∂g ∂u_j ∂u_j ∂x_i . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ g | ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ Œ R, Á Œ R^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÎÏŒÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

éÚ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^r. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÁËÖÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙ, ÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁÔØ ÞÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

åÓÌÉ E É F | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞ- ËÅ U, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df : U → Hom(E, F ), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ p → Df(p) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Hom(E, F ) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ E Œ F ; Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ŒÍÅÓÔÏ Hom(E, F ) ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L(E, F ), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ). ïÄÎÁËÏ Hom(E, F ) | ÔÁËÖÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ L(E, F ) | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÎÁÂ- ÄÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖ- ÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df. üÔÏÔ ÈÏÄ ÍÙÓÌÉ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÁËÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ Hom ÎÁ L):

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.8. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ U. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^1, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df : E → Hom(E, F ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ; ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r, ÇÄÅ r ¿ 2 | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df : E → Hom(E, F ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^{r−1}; ÇÏŒÏÒÑÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^∞, ÅÓÌÉ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ r ∈ N. îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^r (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÌÁÄËÉÍÉ.

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ Õ ÎÁÓ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÓÎÁÂÖÁÅÔ ÎÁÓ ÂÏÌØÛÉÍ ÚÁÐÁÓÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (É ÏÔÞÁÓÔÉ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ C^r ŒÁÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.9. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f = (f_1, . . ., f_n) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U Œ R^n. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÐÒÉÎÁÄÌÅ-

ÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ∂f_i/∂x_j ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U.

éÚ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÏÓÔØ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÐÒÉÌÉÞÅÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÀ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÁÓÔØ ĂÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁĄ ÍÇÎÏŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÂÓÕ- ÖÄÅÎÉÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Hom(R^m, R^n) Ó ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ m×n-ÍÁÔÒÉÃ. åÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p → Df(p) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ p Œ ÍÁÔÒÉÃÕ ((∂f_i/∂x_j)(p)), É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ∂f_i/∂x_j ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ŒÓÅ ∂f_i/∂x_j ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, É ÐÕÓÔØ p ∈ U. œŒÉÄÕ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ p. ðÏÌÏÖÉÍ a_{ij} = (∂f_i/∂x_j)(p), É ÐÕÓÔØ A: R^m → R^n | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉ- ÃÅÊ (a_{ij}). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 14.6, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f Œ ÔÏÞËÅ p, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ŒÏÏÂÝÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÏÂÑÚÁÎÁ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒÍÙ Œ ÏÂÏÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏ- ÄÕÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ, ÒÁÓÛÉÆÒÏŒÙŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏ- ÄÉÍÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ |f_i(p + h) − f_i(p) − m∑ j=1 (∂f_i/∂x_j)(p)h_j| = o(‖h‖) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i (Œ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ h = (h_1, . . ., h_m)). äÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÕÀ ÌÅÍÍÕ:

ìÅÍÍÁ 14.10. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÅ ∂f/∂x_j. åÓÌÉ ´ ⊂ U | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ É p ∈ ´, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ h ∈ R^m ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ p + h ∈ ´, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ π_1, . . ., π_m ∈ ´, ÞÔÏ f(p + h) − f(p) = m∑ j=1 (∂f/∂x_j)(π_j)h_j. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ p = (p_1, . . ., p_m), h = (h_1, . . ., h_m), É ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÕÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(p + h) − f(p) ÔÁË: f(p + h) − f(p) = (f(p_1 + h_1, p_2 + h_2, . . ., p_n + h_m) − f(p_1, p_2 + h_2, . . ., p_m + h_m)) + (f(p_1, p_2 + h_2, . . ., p_m + h_m) − f(p_1, p_2, p_3 + h_3 . . ., p_m + h_m)) + · · · + (f(p_1, . . ., p_{m−1}, p_m + h_m) − f(p_1, . . ., p_{m−1}, p_m)).

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ j-ÁÑ ÓËÏÂËÁ ÒÁŒÎÁ (∂f/∂x_j)(p_1 + h_1, . . ., p_{j−1} + h_{j−1}, ξ_j, p_{j+1}, . . ., p_n) · h_j , ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ ξ_j ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ p_j É p_j + h_j . ðÏÌÁÇÁÑ

π_j = (p_1 + h_1, . . ., p_{j−1} + h_{j−1}, ξ_j, p_{j+1}, . . ., p_n),

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f_i. ðÕÓÔØ ´ ⊂ U | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÕ p. åÓÌÉ h ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ p + h ∈ ´, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f_i, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ | |fi(p + h) − fi(p) − m∑ j=1 (∂f_i/∂x_j)(p)h_j | | 6 (^m∑ j=1 |(∂f_i/∂x_j)(π_j) − (∂f_i/∂x_j)(p)| ) · |h_j|. (14.2) ðÏÌÏÖÉÍ M(ε) = sup_{‖q−p‖} 6ε 16j6m |(∂f_i/∂x_j)(q) − (∂f_i/∂x_j)(p)|. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (14.2) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ |f_i(p + h) − f_i(p) − m∑ j=1 (∂f_i/∂x_j)(p)h_j| 6 nM(ε) · ‖h‖ (14.3) ÐÒÉ ‖h‖ 6 ε; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÔÏÞËÅ p ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim_{ε→0} M(ε) = 0. úÎÁÞÉÔ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (14.3) ÅÓÔØ o(‖h‖), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ŒŒÅÄÅÍ ÔÒÉ ŒÁÖÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁ. îÉÖÅ ÓÌÏŒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ĂÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅĄ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ĂÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^rĄ; Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ r ÍÏÖÅÔ ŒÙÓÔÕÐÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ∞.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÕÓÔØ U, V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÇÌÁÄËÏ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏ (ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ). åÓÌÉ f : U → V | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 14.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Df(p) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ p ∈ U, ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ (ÓÉÎÏÎÉÍ: ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ), ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p ∈ U. (éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ m 6 n).

åÓÌÉ ÖÅ, Œ ÔÅÈ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÑÈ, Df(p) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ U, ÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÂÍÅÒÓÉÅÊ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÑŒÓÔŒÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ m ¿ n.)