ìÅËÃÉÑ 15. œÙÓÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

ðÕÓÔØ f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^2, ÇÄÅ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÎÁ ÅÅ ŒÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ.

ëÁË ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ U ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R^n Œ R, ÐÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ (e_1; : : :; e_n) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R^n, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ e_i Œ (@f=@x_i)(p). ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ R^n Œ R ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÍÏÖÎÏ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÅÊ) ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Df | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U Œ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ p → ( @f

@x_1

(p); : : :; @f @x_1 (p) ) : ðÏÓËÏÌØËÕ f | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df ÔÁËÖÅ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ. åÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ U | ÜÔÏ, Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÄŒÕÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (b_{ij}), ÇÄÅ

b_{ij} = @ @x_j

( @f

@x_i ) (p). (œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 14.9 ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ

ËÌÁÓÓÕ C^2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÔÉ ĂŒÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÅĄ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U.) œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÎÁÓ ÏÖÉÄÁÅÔ ÐÒÉÑÔÎÙÊ ÓÀÒÐÒÉÚ: ÍÁÔÒÉÃÁ (b_{ij}) ŒÓÅÇÄÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ! éÍÅÎ- ÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.1. ðÕÓÔØ f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^2, ÇÄÅ

U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ i; j ∈ [1; n]

ÎÁ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ @ @x_j

( @f

@x_i ) = @ @x_i

( @f

@x_j ) . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÒÏÍÅ x_i É x_j , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ⊂ R^2 É f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ (ÍÙ ÉÈ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x É y). þÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ x (ÓÏÏÔŒ. ÐÏ y) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ f_x (ÓÏÏÔŒ. f_y) | ÔÁË ÞÁÓÔÏ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÀÔ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 15.2. ðÕÓÔØ f : U → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÄÅ U ⊂ R |

ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ´ ⊂ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ Δ f dxdy = 0, ÔÏ f(x; y) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ (x; y) ∈ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(p) ≠ 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ´ ⊂ U, ÎÁ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÚÎÁË ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ. ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, f > 0

ŒÓÀÄÕ ÎÁ ´. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ m > 0, ÞÔÏ f(q) ¿ m ÄÌÑ ŒÓÅÈ q ∈ ´; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ f ÐÏ ´ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, Œ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ´ = [a; a + h] × [b; b + k] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ U. œŒÉÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÁÍ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ Δ (f_x)_y dxdy = ∫ Δ (f_y)_x dxdy (15.1)

(ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f | ËÌÁÓÓÁ C^2, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (f_x)_y É (f_y)_x | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ U). é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (15.1) ÒÁŒÎÙ f(a + h; a + k) − f(a + h; a) − f(a; a + k) + f(a; b). œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ: ∫ Δ (f_x)_y dxdy = a+h∫ a (^{b+k}∫ b (f_x)_y dy ) dx = a+h∫ a (f_x(x; b + k) − f_x(x; b)) dx

= a+h∫ a f_x(x; b + k) dx − a+h∫ a f_x(x; b) dx

= (f(a + h; b + k) − f(a; b + k)) − (f(a + h; b) − f(a; b)) = f(a + h; a + k) − f(a + h; a) − f(a; a + k) + f(a; b):

åÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ (15.1), ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ dx, Á ÚÁ- ÔÅÍ ÐÏ dy, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (15.1) É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 15.3. óÉÍÍÅÔÒÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ (ÐÒÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ) É ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÎÏ Ó ÄÒÕÇÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ.

éÚ ŒÓÅÇÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^r ÔÏÇÄÁ É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ- ÒÑÄËÁ r ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ.

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ŒÙÓÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊ- ÌÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÁÖÅ, ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÔÁË ÖÅ. ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ĂÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈĄ | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ ÎÁÛÁ ÆÕÎËÃÉÑ). íÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ n ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ¸ = (¸_1; ¸_2; : : :; ¸_n) |

ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ |¸| = ¸_1 + · · · + ¸_n, ¸! = ¸_1! : : :¸_n!, É x^¸ = x^{¸1}_1 : : : x^{¸n}_n ; ÅÓÌÉ ÅÝÅ f | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^{|¸|}, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ D^¸f =

(_@ @x1 )_{¸1} : : :

(_@ @xn )_¸n f (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÀ f ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ¸_1 ÒÁÚ ÐÏ x_1, ¸_2 ÒÁÚ ÐÏ x_2 É Ô. Ä.; ÅÓ- ÌÉ ¸ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ, ÔÏ D^¸f = f). ðÒÉÍÅÒ ÎÁ ÜÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: (x_1 + · · · + x_n)^m = ∑ |¸|=m m! ¸! x^¸ (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁÍ ¸, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |¸| = m). ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.4 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓ-

ÓÁ C^r, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a = (a_1; : : :; a_n) ∈ R^n. ôÏÇÄÁ

f(a + h) = ∑ |¸|6r D^¸f(a) ¸! h^¸ + o(‖h‖^r)

ÐÒÉ x → 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÇÏ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ h ∈ R^n ÐÏÌÏÖÉÍ ’(t) = f(a + th). ïÞÅŒÉÄÎÏ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^r. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ’. ìÅÍÍÁ 15.5.

d^l’(t) dt^l = ∑ |¸|=l l! ¸! h^¸D^¸f(a + th):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 14.7 ÉÍÅÅÍ

d =dt = n∑ i=1 h_i @g @x_i

(a + th); (15.2)

ÇÄÅ g | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a, É (t) = g(a + th). ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ g = f, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÄÌÑ l = 1. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

d^{l−1}’(t) dt^{l−1} = ∑ |˛|=l−1 (l − 1)! ˛! h^˛D^˛f(a + th):

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÐÏ t; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅ- ÍÏÅ ŒÉÄÁ

(l − 1)! ˛! h^˛D^˛f(a + th) ÐÅÒÅÊÄÅÔ, Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (15.2), Œ n∑ i=1 (l − 1)! ˛! h_ih^˛

@D^˛f @x_i

(a + th):

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, d^l’(t) dt^l = ∑ |¸|=l c_¸h^¸D^¸f(a + th);

ÇÄÅ ÄÌÑ ¸ = (¸_1; : : :; ¸_n) ÉÍÅÅÍ

c_¸ = n∑ i=1 (l − 1)!

¸_1! : : :¸_{i−1}!(¸_i − 1)!¸_{i+1}! : : :¸_n!

(15.3)

(ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÁ ÓÔÏÑÔ ÏÔ- ÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁŒÎÙÍÉ ÎÕÌÀ).

ïÄÎÁËÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÏ l!=(¸_1! : : :¸_n!) = l!=¸!. œ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (x_1 + · · · + x_n)^l). üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÉÎÄÕËÃÉÀ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ.

ôÅÐÅÒØ ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ðÅÁÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 7.18) ÍÙ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÉÌÉ (ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ’, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ËÌÁÓÓÕ C^r) ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | |’(t) −^r∑ i=0 ’^{(i)}(c) i! (t − Ó)^i | | 6 M · |t − Ó|^r;

ÇÄÅ M = sup_{x∈[Ó;t]} |’^{(r)}(x) − ’^{(r)}(c)| (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ r-ËÒÁÔÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ë ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ÐÏÄ ÍÏÄÕÌÅÍ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ). ðÒÉÍÅÎÉŒ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ë ÎÁÛÅÊ ’, ÐÏÌÏÖÉŒ c = 0 É t = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ, ÞÔÏ | |f(a + h) − ∑ |¸|6r D^¸f(0) ¸! h^¸ | | 6^∑_{|¸|6r}^{r!}_{¸!} |h^¸| sup_{06t61}^|D^¸f(a + th) − D^¸f(a)^|:

(15.4)

ïÄÎÁËÏ ÖÅ |h^¸| 6 ‖h‖^{|¸|} (ÎÏÒÍÁ | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), É

lim_{h→0} sup_{|¸|=r} 06t61 | |D_¸f(a + th) − D_¸f(a) | | = 0

Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÁ r. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (15.4) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ∑ |¸|=r(r!=¸!) (ÒÁŒ-

ÎÏÊ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, n^r, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÜÔÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ) ÎÁ ‖h‖^r É ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ, ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ h → 0. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ĂÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎĄ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÅÓÔØ o(‖h‖^r), ÞÔÏ É ÔÒÅ- ÂÏŒÁÌÏÓØ.

œÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÌÅËÃÉÉ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

ðÕÓÔØ f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^2, ÇÄÅ F | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E É F ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df : U → Hom(E; F ), Á ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÜÔÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÁÑ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ, ÔÁË ËÁË f ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^2-ÇÌÁÄËÉÍ) ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^2f : U → Hom(E; Hom(E; F )). þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÂØÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^2f, ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÉÔØ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÜËÓËÕÒÓ Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.6. ðÕÓÔØ E, F É G | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B : E × F → G ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ B(–e_1 + —e_2; f) = –B(e_1; f) + —B(e_2; f) É B(e; –f_1 + —f_2) = –B(e; f_1) + —B(e; f_2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ e; e_1; e_2 ∈ E, f; f_1; f_2 ∈ F É – É — ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓŒÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ E × F Œ G ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Bil(E; F ; G) (ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÔ).

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÏ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ ÐÒÏÓÔÏÍ, ÎÏ ŒÁÖÎÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.7. ðÕÓÔØ E, F É G | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ˘: Bil(E; F ; G) → Hom(E; Hom(F; G)). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ B | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ E × F Œ G, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘(B) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅËÔÏÒ e ∈ E Œ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f → B(e; f); ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘^{−1} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: E → Hom(F; G) Œ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘^{−1}(’): E × F → G, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (e; f) → (’(e))(f).

óÌÏŒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏ- ÒÑ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÙÂÏÒÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÎÅ ŒÙÂÉÒÁÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÂÁÚÉÓÏŒ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˘ É ˘^{−1} ÏÂÌÁÄÁÀÔ ŒÓÅÍÉ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ) ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÑ (ÜÔÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ).

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÁÎÁÌÉÚÕ. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.8. ðÕÓÔØ ’: U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^2, ÇÄÅ

F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ

ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ U ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B_a : E × E → F , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ D^2’(a): E → Hom(E; F ), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÙÍ: B_a(v_1; v_2) = B_a(v_2; v_1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v_1; v_2 ∈ E.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ E = R^m, F = R^n, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → F ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(x_1; : : :; x_m) → (’_1(x_1; : : :; x_m); : : :; ’_n(x_1; : : :; x_m)):

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (e_1; : : :; e_m) É (f_1; : : :; f_n) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ E É F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ëÁË ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ,

Df(a)(e_j) = n∑ i=1 ( @f_i @x_j ) (a) · f_i:

œÙÂÅÒÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hom(E; F ) ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ h_{ij} (1 6 i 6 n; 1 6 j 6 m), ÇÄÅ h_{ij} (e_j) = f_i É h_{ij}(e_k) = 0 ÐÒÉ k ≠ i. œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ a → n∑ i=1 m∑ j=1 ( @f_i @x_j ) (a) · h_{ij} :

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^2f(a), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Df Œ ÔÏÞ- ËÅ a, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË:

D^2f(a)(e_k) = n∑ i=1 m∑ j=1 @ @x_k

(@’_i @x_j ) (a) · h_{ij} :

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

B_a(e_k; e_j) = (D^2f(a)(e_k))(e_j) = @ @x_k

(@’_i @x_j ) (a) · f_i;

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

B_a(e_j; e_k) = (D^2f(a)(e_k))(e_j) = @ @x_j

( @’_i @x_k ) (a) · f_i;

œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^2-ÇÌÁÄËÉÍ, ÔÁËÏŒÙ ÖÅ É ŒÓÅ ’_i, ÔÁË ÞÔÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 15.1, @ @x_k

(@’_i @x_j ) (a) = @ @x_k

( @’_i @x_k ) (a). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, B_a(e_k; e_j) = B_a(e_j; e_k) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ j É k. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÁÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ.