ìÅËÃÉÑ 16. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ)

ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ | ŒÁÖÎÙÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÎÏ- ÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 16.1. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^r. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p): E → F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ p ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_1 ⊂ U, ÞÔÏ f(U_1) ⊂ F | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f |_{U1} : U_1 → f(U_1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÌÁÓÓÁ C^r.

œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ŒÅÒÎÏ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÐÒÉ r = 1), ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ E É F | ÐÏÌÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 16.2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim E = dim F . äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ E É F ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x_1, . . ., x_n) → (φ_1(x_1, . . ., x_n), . . ., φ_n(x_1, . . ., x_n)). ôÏÇÄÁ Df(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌØ | | | | | |

∂φ_1 ∂x_1 (p) . . . ∂φ_1 ∂x_n (p) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂φ_n ∂x_1 (p) . . . ∂φ^n ∂x_n (p)

| | | | | ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.6 ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ŒÉÄÅ). ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÑËÏÂÉÁÎÁÍÉ.

îÁ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ: ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Df(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉ- ÅÍ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p) ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÔÏ, ÎÁŒÅÒÎÏÅ, É ÓÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ p ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. áËËÕÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÏÄ- ÎÁËÏ ÖÅ, ÎÅÐÒÏÓÔÏ. îÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÔÌÏÖÉÍ É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_1, . . ., x_n É y ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ f(x_1, . . ., x_m, y) = 0. óÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏ- ÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÙÒÁÚÉÔØ y ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x_1, . . ., x_n? þÔÏÂ ÓÄÅÌÁÔØ

ÚÁÄÁÞÕ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÏÊ, ÎÁÄÏ ÅÅ ÕÔÏÞÎÉÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^{m+1}, É ÐÕÓÔØ p = (a_1, . . ., a_m, b) ∈ U | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ, ÞÔÏ f(a_1, . . .a_m, b) = 0. ðÏ ÓÁÍÏÍ«Õ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÁÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ (ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÒÁ- ÚÕÍÅÅÔÓÑ) ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ 0 = f(x_1, . . ., x_m, y) ≈ ≈ f(p) + ∂f ∂x_1 (p)(x_1 − a_1) + . . . ∂f ∂x_m (p)(x_m − a_m) + ∂f ∂y (p)(y − b). åÓÌÉ ÚÎÁË ÂÙ ÚÄÅÓØ ŒÍÅÓÔÏ ≈ ÓÔÏÑÌÏ =, ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ŒÙ- ÒÁÚÉÔØ y ÞÅÒÅÚ x_1, . . ., x_m, ÒÅÛÉÌÓÑ ÂÙ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ: ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ ÐÒÉ (y − b), ÔÏ ÅÓÔØ ∂f ∂y (p), ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ y ŒÙÒÁÖÁÅÔ- ÓÑ ÞÅÒÅÚ x_1, . . ., x_m, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÔ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÔÁË ÖÅ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÅ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ ÅÅ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ; ÅÓÌÉ ∂f ∂y (p) ≠ 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W ∋ (a_1, . . ., a_m)

É V ∋ b, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ (x_1, . . ., x_m) ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÔÁ- ËÏÅ y ∈ V , ÞÔÏ f(x_1, . . ., x_m, y) = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ (x_1, . . ., x_m) → y ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ, Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ f(x_1, . . ., x_m, y) = 0 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ y ÎÅ ÏÂÑ- ÚÁÔÅÌØÎÏ ËÁË ÞÉÓÌÏ, ÎÏ ËÁË ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ- ÇÏ n. ôÁËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ, ŒÌÅÞÅÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒËÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ y = (y_1, . . ., y_n) ∈ R^n, ÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ x = (x_1, . . ., x_m) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ n ÞÉÓÅÌ y_1, . . ., y_n ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x_1, . . ., x_m, y_1, . . ., y_n) = 0. ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅ- ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ n ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÈ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÌØÚÑ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ R): ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ÉÇÒÅËÉ, ÎÁÄÏ ÞÔÏÂÙ f = (φ_1, . . ., φ_n) ÂÙÌÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ

ÉÚ (ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) R^{m+n} Œ R^n. îÁËÏÎÅÃ, ÕÓÌÏŒÉÅ ∂f ∂y (p) ≠ 0 ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÎÕÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÑËÏÂÉÁÎÁ. œÏÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 16.3 (Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ U ⊂ R^{m+n} = R^m×R^n |

ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → R^n | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^r, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÁË (x_1, . . ., x_m; y_1, . . ., y_n) → (φ_1(x_1, . . ., x_m; y_1, . . ., y_n), . . ., φ_1(x_1, . . ., x_m; y_1, . . ., y_n)).

ðÕÓÔØ a = (a_1, . . ., a_m) ∈ R^m, b = (b_1, . . ., b_n) ∈ R^n É (a; b) ∈ U, ÐÒÉÞÅÍ f(a; b) = (0, . . ., 0) ∈ R^n. åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | | | | |

∂φ_1 ∂y_1 (p) . . . ∂φ_1 ∂y_n (p) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂φ_n ∂y_1 (p) . . . ∂φ_n ∂y_n (p)

| | | | | (16.1)

ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ R^m, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ (a_1, . . ., a_m), É ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ R^n, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ (b_1, . . ., b_n), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x = (x_1, . . ., x_m) ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ y = (y_1, . . ., y_n) ∈ V , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ f(x; y) = (0, . . ., 0) ∈ R^n. îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : W → V ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÅ x ∈ W ÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ y ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x; y) = (0, . . ., 0), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r, ËÁË É ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : R^{m+n} → R^{m+n}, ÚÁÄÁÎ- ÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÄÌÑ ËÒÁÔ- ËÏÓÔÉ ÐÉÛÅÍ x ŒÍÅÓÔÏ (x_1, . . ., x_m) É y ŒÍÅÓÔÏ (y_1, . . ., y_n): ~f : (x; y)_→ (x_1, . . ., x_m, φ_1(x; y), . . ., φ_n(x; y)) = (x; f(x, y)). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^r ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U; ÄÁ- ÌÅÅ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ D ~f(a; b) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

1 . . . 0 0 . . . 0 . . ... . . . . . . . . . 0 . . . 1 0 . . . 0 ∂φ_1 ∂x_1 (a; b) . . . ∂φ^1 ∂x_m (a; b) ∂φ^1 ∂y_1 (a; b) . . . ∂φ^1 ∂y_n (a; b) ∂φ_2 ∂x_1 (a; b) . . . ∂φ_2 ∂x_m (a; b) ∂φ_2 ∂y_1 (a; b) . . . ∂φ_2 ∂y_n (a; b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂φ_n ∂x_1 (a; b) . . . ∂φ^n ∂x_m (a; b) ∂φ^n ∂y_1 (a; b) . . . ∂φ^n ∂y_n (a; b)

. (16.2)

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÅÅ n×n-ÍÉÎÏÒÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ Œ ÎÉÖÎÅÍ ÐÒÁŒÏÍ ÕÇÌÕ, Á ÜÔÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, D ~f(a; b) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ∋ (a; b), ÞÔÏ ~f ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ U_1 ÎÁ ~f (U_1). õÍÅÎØÛÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÕÖ- ÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U = O × V , ÇÄÅ O ⊂ R^m | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a É V ⊂ R^n | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, f(U) ⊃ W × {(0, . . ., 0)}, ÇÄÅ W ⊂ R^m | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a. ðÏ- ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W É V | ÉÍÅÎÎÏ ÔÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f(x; y) = (0, . . ., 0) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~f(x; y) = (x; 0, . . ., 0). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ U, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄ- ÎÏÇÏ y ∈ V , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ f(x; y) = (0, . . ., 0). ðÏÓËÏÌØËÕ f(U) ÓÏÄÅÒÖÉÔ W × {(0, . . ., 0)}, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ y ∈ V , ÞÔÏ f(x; y) = (0, . . ., 0), ÐÒÉÞÅÍ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÜÔÏÔ y ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : W → V , Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r. ðÕÓÔØ h: ~f(U) → U | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÌÁÓÓÁ C^r, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ~f; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i: W → R^{m+n} ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → (x; (0, . . ., 0)) É ÞÅÒÅÚ p: U → V | ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ g = p ∘ h ∘ i, É ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÌÁÓÓ C^r ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÒÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÁ C^r (ÄŒÁ ËÒÁÊÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÄÁÖÅ ËÌÁÓÓ C1). œÓÅ ÄÏ- ËÁÚÁÎÏ.

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ĂÎÅÑŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑĄ g : W → R^n ÇÌÁÄ- ËÁ, ÓÔÏÉÔ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 16.4. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 16.3 ÐÏÌÏÖÉÍ

P = ∂φ_1 ∂y_1 (x; y) . . . ∂φ_1 ∂y_n (x; y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂φ_n ∂y_1 (x; y) . . . ∂φ_n ∂y_n (x; y) , Q = ∂φ_1 ∂x_1 (x; y) . . . ∂φ^1 ∂x_m (x; y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂φ_n ∂x_1 (x; y) . . . ∂φ_n ∂x_m (x; y) (P | ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ n, Q | ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ m ÓÔÏÌÂÃÏŒ É n ÓÔÒÏË).

ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g Œ ÔÏÞËÅ a ∈ W ⊂ R^m ÚÁÐÉÓÙŒÁ- ÅÔÓÑ (Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ Œ R^m É R^n) ÍÁÔÒÉÃÅÊ −P �^1Q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. íÁÔÒÉÃÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D ~f(x; y), ÍÏÖÎÏ ÚÁ- ÐÉÓÁÔØ ĂŒ ÂÌÏÞÎÏÍ ŒÉÄÅĄ ËÁË (_I m 0_{Q P} ) (ÚÄÅÓØ I_m | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ-

ÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ m × m). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÏÂÒÁÔÎÏ Ë ~f, ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ Dh(x; f(x, y)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë D ~f(x; y); ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁ Ë (16.2) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁŒÎÁ

(_Im_0

�P^{�1}Q P^{�1 ).}

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Di É Dp ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

(_Im 0 ) É ( 0 In ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁŒÎÁ ( 0 I_n ) ( I_m 0 −P �1_{Q P} �1 ) ( I_m 0 ) = −P �^1Q.