ìÅËÃÉÑ 17. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ)

œÓÑ ÜÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 16.1) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÁ C^1. îÁÞÎÅÍ Ó ÎÁÐÏ- ÍÉÎÁÎÉÊ ÐÒÏ ÎÏÒÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 13).

îÏÒÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A: E → F , ÇÄÅ E É F | ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ‖A‖ = sup_{v≠0} ‖Av‖ ‖v‖ = sup_{‖v‖=1} ‖Av‖. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ‖A‖ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = 0. åÓÌÉ E É F ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ‖A‖ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.9). æÕÎËÃÉÑ A → ‖A‖ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ Hom(E, F ) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖A + B‖ 6 ‖A‖ + ‖B‖, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÅÇÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hom(E, F )).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.1. ðÕÓÔØ A: E → F | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v, w ∈ E ÉÍÅ- ÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖A^{−1}‖^{−1} · ‖v − w‖ 6 ‖Av − Aw‖ 6 ‖A‖ · ‖v − w‖. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÁŒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÎÏÒÍÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÌÅŒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÐÒÁŒÏÅ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ A^{−1} É ŒÅËÔÏÒÁÍ A^{−1}v É A^{−1}w.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ É ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÇÏÍÅÒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.2. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÏÔÒÅ- ÚÏË [a; a + h], É f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ E Ó R^m É F Ó R^n) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x_1, . . ., x_m) → (φ_1(x_1, . . ., x_m), . . ., φ_n(x_1, . . ., x_m)). (17.1) ôÏÇÄÁ

‖f(a + h) − f(a) − f^′(a)(h)‖ 6 C · sup_0

6t61 16i6n 16j6m

| | | ∂φ_i ∂x_j (a + th) − ∂φ_i ∂x_j (a) | | | · ‖h‖, (17.2)

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ m, n É ŒÙÂÏÒÁ ÎÏÒÍÙ Œ F , ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÏÍÅÒ i, 1 6 i 6 n, É ÐÏÌÏÖÉÍ φ(t) = φ_i(a + th). ïÞÅŒÉÄÎÏ,

φ_i(a + h) = φ_i(a) +

∫_1 0 φ^′(t) dt, (17.3)

φ^′(t) = m∑ j=1 ∂φ_i ∂x_j (a + th) · h_j. (17.4)

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | | ∫_1 0 ψ(t) dt − ψ(0) | | 6 sup_{06t61} |ψ(t) − ψ(0)|

(ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ψ) É ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ (17.4) Œ (17.3), ÉÍÅÅÍ | |φi(a + h) − φi(a) − m∑ j=1 ∂φ_i ∂x_j (a) | | 6^{m∑}_{j=1} sup_{06t61}^|^{∂φi}_{∂xj} (a + th) −^{∂φi}_{∂xj} (a)^| 6 m · sup_{06t61} 16j6m | | | ∂φ_i ∂x_j (a + th) − ∂φ^i ∂x_j (a) | | |. âÅÒÑ Œ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÍÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÏ ŒÓÅÍ i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (17.2) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C = m, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒ- ÍÙ Œ F ŒÙÂÒÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ, ŒÙÂÒÁÎÎÏÍ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (17.1). åÓÌÉ ÖÅ ŒÙÂÒÁÔØ Œ F ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ‖ · ‖_?, ÔÏ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖w‖_? 6 K‖w‖ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÙ K (Œ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 13.8), ÔÁË ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (17.2) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C = Km) É ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.3. ðÕÓÔØ U | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E, É ÐÕÓÔØ f : U → E | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ)

ÆÏÒÍÕÌÏÊ (17.1). åÓÌÉ | | ∂f^i ∂x_j (p) − ∂f_i ∂x_j (q) | | 6 μ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p, q ∈ U É ŒÓÅÈ

i, j, ÔÏ ÄÌÑ p, q ∈ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖f(q) − f(p) − f^′(p)(q − p)‖ 6 Cμ · ‖q − p‖, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÏÒÍÙ Œ F , ÎÏ ÎÅ ÏÔ p, q ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ÒÑÄ ÌÅÍÍ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÁÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. œÏÔ ÐÅÒ- ŒÙÊ ÛÁÇ.

ìÅÍÍÁ 17.4. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1. åÓ- ÌÉ f^′(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U, ÔÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ a, ÞÔÏ f(p) ≠ f(q), ËÁË ÔÏÌØËÏ p, q ∈ V É p ≠ q. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÁ: ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(q) − f(p) ÒÁŒÎÁ f^′(p)(q − p) + R, ÇÄÅ ĂÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎĄ R ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, Á ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÒÉ p ≠ q ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ f^′(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. þÔÏÂÙ ÏÆÏÒÍÉÔØ ÜÔÕ ÉÄÅÀ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ, ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ 17.3.

éÍÅÎÎÏ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓÙ Œ E É F É ÚÁÐÉÛÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f Œ ŒÉÄÅ (x_1, . . ., x_n) → φ_1(x_1, . . ., x_n), . . ., φ_n(x_1, . . ., x_n) (n = dim E = dim F ). œÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÖÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÏÒÍÙ Œ E É F .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p → f^′(p) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, Á ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ n × n-ÍÁÔÒÉÃ ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ n × n-ÍÁÔÒÉÃ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ- ÃÅ ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÎÅÊ, ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V_1 ∋ a É ÞÉÓÌÏ M, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ V_1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ‖(f^′(p))^{−1}‖ 6 M. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ φ_i ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ U, Õ ÔÏÞËÉ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V_2 ⊂ V_1, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p, q ∈ V_2 ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ φ_i Œ ÔÏÞËÁÈ p É q ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 1/2MC, ÇÄÅ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 17.3. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V_2 ŒÙÐÕËÌÏÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÒÍÙ). ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.3: ÅÓÌÉ p, q ∈ V_2, ÔÏ

f(q) − f(p) = f^′(p)(q − p) + R, (17.5)

ÇÄÅ ‖R‖ 6 C · (1/2MC)‖q − p‖ = (1/2M)‖q − p‖. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ‖f^′(p)(q − p)‖ ¿ ‖f^′(p)^{−1}‖^{−1}‖q − p‖ ¿ (1/M)‖q − p‖. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÏÒÍÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (17.5) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÎÏÒÍÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (17.5) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. úÎÁÞÉÔ, f(p) ≠ f(q), É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ V_2.

éÔÁË, ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1 Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ (É ÓÁÍÙÊ ÔÒÕÄÎÙÊ) ÛÁÇ | ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ, ËÁË ÇÏŒÏ- ÒÑÔ, ÏÔËÒÙÔÏ | ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÏÔËÒÙÔÙÅ.

ìÅÍÍÁ 17.5. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1. åÓÌÉ f^′(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(U) ⊂ F ÏÔËÒÙÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏÌÏÖÉÍ n = dim E = dim F . ðÕÓÔØ a ∈ U. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ∋ f(a), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ y ∈ W ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ x ∈ U, ÞÔÏ f(x) = y. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ x Ó ÐÏÍÏÝØÀ ĂÍÅÔÏÄÁ îØÀÔÏÎÁĄ | ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÍÅÔÏÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉ- ÖÅÎÉÊ. éÄÅÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏŒÁ. äÌÑ ŒÓÅÈ x, ÂÌÉÚËÉÈ Ë a, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) ≈ f(a)+ f^′(a)(x − a). åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÐÒÉÂÌÉ- ÖÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÔÏÞÎÙÍ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÙÌÏ ÁÆÆÉÎÎÙÍ), ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) = y ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(a) ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÍÏÖÎÏ (É ÎÕÖÎÏ) ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÚÑÔØ x = x_1 = a + (f^′(a))^{−1}(y − f(a)). ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÄÎÁËÏ ÖÅ, ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ, ÔÏÞËÁ x_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) = y; ÄÁŒÁÊÔÅ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) ≈ f(x_1)+f^′(x_1)(x−x_1) É, ÚÁÍÅÎÑÑ ≈ ÎÁ =, ÎÁÊÄÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x_1) + f^′(x_1)(x − x_1) = y; ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ x_2 = x_1 + (f^′(x_1))^{−1}(y − f(x_1)). ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÔÏÞÅË-ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

x_0 = a; x_n = x_{n−1} + (f^′(x_{n−1}))^{−1}(y − f(x_{n−1})). (17.6)

èÏÞÅÔÓÑ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë ÔÏÞËÅ x ∈ U, É ÞÔÏ f(x) = y.

åÓÌÉ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ a ŒÙÂÉÒÁÔØ ÔÏÞËÕ y ËÁË ÐÏÐÁÌÏ, ÔÏ ÜÔÁ ÉÄÅÑ ÎÅ ÓÒÁ- ÂÁÔÙŒÁÅÔ: É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ, É ŒÏÏÂ- ÝÅ, ËÁËÁÑ-ÔÏ ÉÚ ÔÏÞÅË x_n ÍÏÖÅÔ ŒÙÊÔÉ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ y ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÒÏÑŒÉÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÁËËÕÒÁÔÎÏÓÔØ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ f, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ a É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ A > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ V ÉÍÅÅÍ ‖(f^′(p))^{−1}‖ 6 A. ðÏÌÏÖÉÍ μ = sup_{p,q∈V} 16i,j6n | | | ∂φ_i ∂x_j (p) − ∂φ_i ∂x_j (q) | | | , ÇÄÅ φ_1, . . ., φ_n | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ E É F . õÍÅÎØÛÉŒ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ μ ËÏÎÅÞÎÏ.

ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, C | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 17.3. ðÏÓËÏÌØËÕ, ŒŒÉÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (17.6), ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N

x_n − x_{n−1} = f^′(x_{n−1})(y − f(x_{n−1})),

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: (x_{n−1} ∈ V ) ⇒ (‖x_n − x_{n−1}‖ 6 A‖y − f(x_{n−1})‖) (x_{n−1}, x_n ∈ V ) ⇒ ‖y − f(x_n)‖ 6 Cμ‖x_n − x_{n−1}‖. (17.7) óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ‖x_{n+1} − x_n‖ 6 A‖y − f(x_{n−1})‖ 6 ACμ‖x_n − x_{n−1}‖. (17.8) õÍÅÎØÛÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ a ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ μ < 1 3AC (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A É C ÂÕÄÕÔ ÇÏÄÉÔØÓÑ É ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ). ôÏÇÄÁ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (17.8) ŒÌÅÞÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖x_{n+1} − x_n‖ 6 1 3^‖ x_n − x_{n−1}‖ (17.9)

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ x_{n−1}, x_n ∈ V .

õÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ { x ∈ E | ‖x − a‖ < ε }. ðÏÌÏÖÉÍ W = { y ∈ F | ‖(f^′(a)^{−1})(y − f(a))‖ < ε/2 }. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ y, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ W , ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n}, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (17.6), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ N, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ N ÉÍÅÅÍ x_n ∈ V .

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ôÏ, ÞÔÏ x_0 = a ÌÅ- ÖÉÔ Œ V , ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ W ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ x_1 = a + (f^′(a)^{−1})(y − a) ÌÅÖÉÔ Œ V É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ‖x_1 − a‖ < ε/2. ðÕÓÔØ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ x_1, . . ., x_n ∈ V . éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (17.9) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

‖x_{n+1} − a‖ 6 ‖x_1 − x_0‖ + ‖x_2 − x_1‖ + · · · + ‖x_{n+1} − x_n‖ 6

6 ‖x1 − x0‖^(1 +^1_3 +^1_{32} + · · ·^) <^ε_2 ·^3_2 <^{3ε}_4 ,

ÏÔËÕÄÁ x_{n+1} ∈ V , É ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ‖x_{n+1} − x_n‖ 6 1 3^{· ‖} x_n − x_{n−1}‖, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÒÑÄ x_0 + ∑ i¿1(xi^− xi−1). ðÕÓÔØ lim x_i = x ∈ E; ÐÏÓËÏÌØËÕ ‖x_n − a‖ 6 3ε 4 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÉÍÅÅÍ x ∈ V .

ðÏÓËÏÌØËÕ lim_{n→∞} ‖x_n − x_{n−1}‖ = 0, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (17.7) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{n→∞} f(x_n) = y; ÔÁË ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ, lim f(x_n) = f(x) É f(x) = y. éÔÁË, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ y ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ x ∈ V , ÞÔÏ f(x) = y, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

úÁŒÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ f : U → F | ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1, É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(a): E → F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ U, E É F ÉÍÅ- ÀÔ ÐÒÅÖÎÉÊ ÓÍÙÓÌ). õÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ U, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f^′(p) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ U (ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f^′) É ÞÔÏ f ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÌÅÍÍÁ 17.4). ìÅÍÍÁ 17.5 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ f ÏÔËÒÙÔ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(U) ÏÔËÒÙÔÏ Œ F É ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÅ f |_U : U → f(U) | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ g : f(U) → U | ÏÂÒÁÔÎÏÅ (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ g ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 17.6. ðÕÓÔØ f : U → V | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1, ÑŒÌÑÀÝÅ- ÅÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ f^′(a) | ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ U (U É V | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n). ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : V → U ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓ- ÓÕ C^1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a ∈ U É b = f(a). ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ g ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ b É ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ (f^′(a))^{−1} (ÎÉÞÅÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÎÁ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ É ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙ!). éÔÁË, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim_{y→b}^‖ g(y) − g(b) − ((f^′(a))^{−1})(y − b)‖ ‖y − b‖ = 0.

ðÏÓËÏÌØËÕ f É g | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ lim_{x→a}^‖ x − a − ((f^′(a))^{−1})(f(x) − f(a))‖ ‖f(x) − f(a)‖ = 0. (17.10)

ðÏÓËÏÌØËÕ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ a, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) − f(a) = f^′(a)(x − a) + ψ(x), ÇÄÅ ‖ψ(x)‖ = o(‖x − a‖). ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ (17.10), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ lim_{x→a}^‖ f^′(a)^{−1}(ψ(x))‖ f^′(a)(x − a) + ψ(x) = 0. (17.11)

þÉÓÌÉÔÅÌØ ÚÄÅÓØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÔØ o(‖x − a‖), Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÚÁËÌÀÞÅÎ ÍÅÖÄÕ c_1‖x − a‖ É c_2‖x − a‖, ÇÄÅ c_1 É c_2 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.1), ÔÁË ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (17.11), ÄÏËÁÚÁÎÏ, Á Ó ÎÉÍ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ g.

ðÏÓËÏÌØËÕ, ŒŒÉÄÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, g^′(b) = (f^′(g(b)))^{−1}, ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ g ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

éÔÁË, ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÁ C^1 ÄÏËÁÚÁÎÁ. óÌÕÞÁÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÁ C^r, ÇÄÅ r > 1, ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÄÏËÁ- ÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÕÖÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ, ÎÏ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÕÓÐÅÅÍ.