ìÅËÃÉÑ 19. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÏÂSS- ÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÌÅËÃÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ r, ÇÄÅ ÂÕËŒÁ r ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÂÏ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÉÂÏ ÓÉÍŒÏÌ ∞. œÓÀÄÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÔÅËÓÔÅ ÓÌÏŒÁ ĂÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍĄ ÉÌÉ ĂÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅĄ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ ĂÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÌÁÓÓÁ C^rĄ ÉÌÉ ĂÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓ- ÓÁ C^rĄ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.1. ðÕÓÔØ X ⊂ R^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

É k 6 n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙ: (1) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ φ: U → V , ÇÄÅ

V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ φ(X ∩ U) = {(y_1, . . ., y_n) ∈ V | y_{k+1} = · · · = y_n = 0 }. (2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n É ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1, . . ., f_{n−k} : U → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

{ X ∩ U = { p ∈ X | f_1(p) = · · · = f_{n−k} (p) = 0 }. { æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ Df_1(x), . . . , Df_{n−k}(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

(3) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ R^k É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÉÍÍÅÒÓÉÑ ψ : W → R^n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ψ(W ) = X ∩ U.

äÏËÁÖÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ĂÐÏ ËÒÕÇÕĄ.

(1) ⇒ (2). œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ (1) ÐÕÓÔØ y_j : V → R | j-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ f_1 = y_{k+1} ∘ φ, f_2 = y_{k+2} ∘ φ, . . . , f_{n−k} = y_n ∘ φ. çÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_i É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ X ∩ U = { p ∈ X | f_1(p) = · · · = f_{n−k} (p) = 0 } ÏÞÅŒÉÄÎÙ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ Dy_j(φ(p)) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ, Df_l(p) = Dy_{k+l}(φ(p)) ∘ Dφ(p), É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ Dφ(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ Df_l(p) ÔÁËÖÅ ÑÓÎÁ.

ðÒÉ ÎÁÂÏÒÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ÍÁËÒÏÐÁËÅÔ XY-pic.

(2) ⇒ (3). ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ∂f1 ∂x1 (x) . . .^{∂f1}_{∂xn} (x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂fn�k_{∂x1} (x) . . .^{∂f}n�k_{∂xn} (x)

ÒÁŒÅÎ n − k. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÅ (n − k) × (n − k)-ÍÉÎÏÒÏŒ ÏÔ- ÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÉÎÏÒ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÐÅÒŒÙÍÉ n − k ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. ðÏÌÏÖÉÍ ÅÝÅ x = (a_1, . . ., a_n) ∈ R^n. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 16.3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W ⊂ R^k É V ⊂ R^{n−k} É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ: W → V , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: W ∋ (a_{n−k+1}, . . ., a_n), V ∋ (a_1, . . ., a_{n−k}), V × W ⊂ U, É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ (w, v) ∈ W × V ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f_1(w, v) = · · · = f_{n−k}(w, v) = 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ w = φ(v). ôÅÐÅÒØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ w → (w, φ(w)) ÉÚ W Œ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ (ÐÒÉÞÅÍ Œ ÒÏÌÉ U ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (3) ŒÙÓÔÕÐÁÅÔ V × W ).

(3) ⇒ (1). ðÕÓÔØ ÉÍÍÅÒÓÉÑ ψ : W → R^n ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x_1, . . ., x_k) → (ψ_1(x_1, . . ., x_k), . . ., ψ_n(x_1, . . ., x_k)). éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ k × k-ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ ( ∂ψ_i/∂x_j ) (x) ÏÔ- ÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÔÏÞËÅ w = ψ^{−1}(x) (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É Œ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ). þÔÏÂÙ ÎÅ ÕÔÑÖÅÌÑÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÉ- ÎÏÒ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÐÅÒŒÙÍÉ k ÓÔÒÏËÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯: W × R^{n−k} → R^n, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (x_1, . . ., x_k, x_{k+1}, . . ., x_n) → (ψ_1(x_1, . . ., x_k), . . ., ψ_k(x_1, . . ., x_k), ψ_{k+1}(x_1, . . ., x_k)+x_{k+1}, . . ., ψ_n(x_1, . . ., x_k)+x_n). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ Œ ÔÏÞËÅ v = (w, 0, . . ., 0 n−k ) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ∋ w, ÐÒÉÞÅÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

¯({(x_1, . . ., x_n) ∈ W | x_{k+1} = · · · = x_n = 0}) = ¯(V ) ∩ X.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.2. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÅÅ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ (1){(3), ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÉ 19.1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ) k-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^n (ËÌÁÓÓÁ C^r) (ÓÍ. ÎÁÞÁÌÏ ÌÅËÃÉÉ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÉÍŒÏÌÁ r).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ S^n. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË

Œ R^{n+1} Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

S^n = { (x_1, . . ., x_{n+1}) ∈ R^{n+1} | x^2_1 + · · · + x^2_{n+1} = 1 }.

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ S^n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ

Œ R^{n+1}, ÐÏÌÏÖÉÍ f(x1, . . ., xn+1) = x^2_1 + · · · + x^2_{n+1} − 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÏ

ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÅ x, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Df(x) ≠ 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^n ⊂ R^{n+1} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÕÎËÔÁ (2) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 19.1 (Ó n + 1 Œ ÒÏÌÉ n É n Œ ÒÏÌÉ k). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ S^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ C^∞ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ C^r ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ.

œÔÏÒÏÅ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ SL_n. ïÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Mat_n(R) n^2-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ n×n-ÍÁÔÒÉÃ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, SL_n (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏ- ÒÑ, SL_n(R)) | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ Mat_n(R), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌÅÍ 1. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ, ÏÔËÕÄÁ É ÎÁÚŒÁÎÉÅ (ÂÕËŒÁ S Œ ÓÉÍŒÏÌÅ SL_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑĄ, Á ÂÕËŒÁ L | ĂÌÉÎÅÊÎÁÑĄ).

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ SL_n | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ Mat_n(R). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ- ÒÅÚ f : Mat_n(R) → R ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÔÁŒÑÝÕÀ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÁÔÒÉÃÅ X ÞÉÓÌÏ det X − 1. åÓÌÉ I ∈ SL_n ⊂ Mat_n(R) | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ Õ ŒÁÓ Œ ÌÉÓÔËÁÈ), Df(I) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÔÁŒÑÝÉÊ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÁÔÒÉÃÅ ÅÅ ÓÌÅÄ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ Õ ŒÓÑËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÌÅÄ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ Df(I) ÎÅ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Df(g) ÎÅ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ I. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ (1) ⇔ (2) Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 19.1 (Á ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌÁ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ V ⊂ R^{n2}, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ U ⊂ Mat_n(R) É ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ψ : V → U, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ

ψ( {(x_1, . . ., x_n2 ) ∈ V | x_1 = 0} ) = U ∩ SL_n. (19.1)

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, SL_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ IĄ. þÔÏÂÙ ÕÂÅ- ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ SL_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ŒÓÀÄÕ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ (ÞÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ) ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Df(g) ≠ 0 Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ g ∈ SL_n; ÄÌÑ ÒÁÚ- ÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÙ ÐÏÊÄÅÍ ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÕÔÉ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ g ∈ SL_n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T_g : Mat_n(R) → Mat_n(R), ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ m → gm (ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÓÄŒÉÇÏÍ ÎÁ g). ïÞÅŒÉÄÎÏ,

T_g | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ÄÁÖÅ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ T_g�1 ÏÂÒÁÔÎÏ Ë T_g). ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ T_g(SL_n) = SL_n. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ g ∈ SL_n ÐÏÌÏÖÉÍ U_g = T_g(U) É ψ_g = T_g ∘ ψ, ÇÄÅ U É ψ ÉÍÅÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (19.1). éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ψ_g | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, U_g ∋ g É

ψ_g( {(x_1, . . ., x_n2 ) ∈ V | x_1 = 0} ) = U_g ∩ SL_n.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, SL_n ⊂ Mat_n(R) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (1) ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 19.1 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ Mat_n(R). üÔÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÔÁËÖÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^∞.

ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ŒÓč ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÌÉ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ R^n: ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ É ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÄ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÄÒÕÇÏÅ, ÍÏÖÎÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÔØ, É Ô. Ð. ôÅÏÒÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ (ÐÏ ÔÏÊ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Œ R^n), ÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁÄÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ. áÎÁÌÉÚÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ŒÅÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, Á Œ ÏÓÔÁŒÛÅÅÓÑ Õ ÎÁÓ ŒÒÅÍÑ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÓÁÍÙÅ ÐÅÒŒÙÅ ÛÁÇÉ: ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É (ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ) ËÁË ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.3. ðÕÓÔØ X ⊂ R^n | ŒÌÏÖÅÎÎÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ ~U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ~φ: ~U → ~V | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ~V ⊂ R^n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ~φ(X ∩ ~U) = V , ÇÄÅ

V = {(y_1, . . ., y_n) ∈ ~V | y_{k+1} = · · · = y_n = 0 }

(ËÁË Œ ÐÕÎËÔÅ (1) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 19.1). ôÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U = ~U ∩X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ φ = ~φ|_U : U → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 19.4. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ φ: U → V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

óÍÙÓÌ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÚÁ- ÄÁÔØ ĂÇÌÏÂÁÌØÎÕÀĄ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ U = X) ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÎÁ ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅÌØÚÑ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÓÆÅÒÙ): ŒÅÄØ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ R^n.

òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.5. ðÕÓÔØ X ⊂ R^n | k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ φ_1 : U_1 → V_1 É φ_2 : U_2 → V_2 | ÄŒÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ. åÓÌÉ U_1 ∩ U_2 ≠ ?, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

φ_{12} : φ_1(U_1 ∩ U_2) → φ_2(U_1 ∩ U_2),

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → φ_2(φ^{−1}_1 (x)), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ φ_{12} | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ ŒŒÉÄÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 19.4: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ_1|_{U1∩U2} É φ_2|_{U1∩U2} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ. îÁÄÏ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ_{12} (ŒŒÉÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ_{21} ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ. ðÕÓÔØ ~U_1, ~U_2, ~V_1, ~V_2, ~φ_1 É ~φ_2 ÉÍÅÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 19.3. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~φ_1 : ~U_1 → ~V_1 É ~φ_2 : ~U_2 → ~V_2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^n, ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ~φ_{12} : ~φ_1( ~U_1 ∩ ~U_2) → ~φ_2( ~U_1 ∩ ~U_2),

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → ~φ_2( ~φ^{−1}(x)), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÉÍ). ðÏÓËÏÌØËÕ φ_{12} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ~φ_{12} ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅ φ_1( ~U_1 ∩ ~U_2) Ó R^k ⊂ R^n, ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.6. ðÕÓÔØ X É Y | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

(1) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ U ∋ x É U^′ ∋ f(x) É ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ φ: U → V É φ^′ : U^′ → V^′, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g = φ^′∘f |_{U ∩f}�1_{(U}0_)∘φ^{−1}|_{φ(U ∩f}�1_{(U}0_{))} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ (ÓÍ. ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ):

X // f Y

U +ff 99ss sss sss sss s

fflffl φ U ∩ f^{−1}(U^′) ?˙ oo // ?Ø OO

fflffl U^′ ?Ø OO

fflffl φ0 V φ(f^{−1}(U^′)) ?˙ oo //g V ′

(2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X É ÌÀÂÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U ∋ x É U^′ ∋ f(x) Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ φ: U → V É φ^′ : U^′ → V^′ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ^′ ∘ f |_{U ∩f}�1_{(V )} ∘ φ^{−1}|_{φ(U ∩f}�1_{(V ))} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Y = R, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÌÁÄËÁ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.5).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÄŒÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÇÌÁÄËÏ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} : X → Y ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏ.

œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ ÌÏ- ËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÎÅ ÁÐÅÌÌÉÒÕÑ Ë ŒÌÏÖÅÎÉÀ Œ ËÁËÏÅ- ÎÉÂÕÄØ R^n. üÔÏ ÎÁŒÏÄÉÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ ÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.8. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ k-ÍÅÒÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ:

(1) X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_α, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ.

(2) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_α ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ φ_α : U_α → V_α, ÇÄÅ V_α ⊂ R^k | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÜÔÉ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ).

(3) ðÕÓÔØ U_α É U_β | ÄŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

φ_{αβ} : φ_α(U_α ∩ U_β) → φ_β(U_α ∩ U_β),

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → φ_β(φ^{−1}_α (x)), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^k.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.5 (ŒËÕÐÅ Ó ÔÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÏ ÓÞÅÔ- ÎÏÊ ÂÁÚÏÊ) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^n ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 19.6: ŒÅÄØ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÉ ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÔÁËÖÅ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 19.7.

ðÏÎÑÔÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.8) ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ, ÞÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ R^n (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.2).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ, ŒÌÏÖÅÎÎÏÍÕ Œ R^n ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n. üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÓÔÉ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 19.8 ÏÎÁ ÂÙ- ÌÁ ÂÙ ÎÅŒÅÒÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÔÏÍÅ ÕÞÅÂÎÉËÁ œ. á. úÏÒÉÞÁ ĂíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚĄ ÉÌÉ Œ ËÎÉÇÅ â. á. äÕÂÒÏŒÉÎÁ, ó. ð. îÏŒÉËÏŒÁ É á. ô. æÏÍÅÎËÏ ĂóÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑĄ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ÉÄÅÑÈ, ÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÓÌÏÖÎÅÅ; ÏÎÏ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÑÖÅÌÏÊ ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ ËÎÉÇÅ œ. á. òÏÈÌÉÎÁ É ä. â. æÕËÓÁ ĂîÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉĄ.

èÏÔÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.8 ÎÉÞÅÇÏ ÎÏŒÏÇÏ É ÎÅ ÄÁÅÔ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ĂÁÒÈÉÔÅËÔÕÒÎÙÍ ÉÚÌÉÛÅÓÔŒÏÍĄ: ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ; ŒÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ R^n ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ŒÁÖÅÎ É ÍÏÖÅÔ ÄÁÖÅ ÓÏÚÄÁÔØ ÌÉÛÎÉÅ ÔÒÕÄ- ÎÏÓÔÉ. œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÌÅËÃÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 19.8. òÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ RP^n, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ Œ R^n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÚÁ- ÄÁÔØ ÔÁËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÕ Œ RP^n), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÈ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÔÄÅÌÑÔØ ÎÅ ÚÁÐÑÔÙÍÉ, Á ÄŒÏÅÔÏÞÉÑÍÉ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_0 : · · · : x_n) É (x^′_0 : · · · : x^′_n) ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x^′_j = λx_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ λ ∈ R \ {0} É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ j ∈ [0; n].

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ Œ RP^n ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ i ∈ [0; n] ÐÏÌÏÖÉÍ

U_i = { (x_0 : · · · : x_n) ∈ RP^n | x_i ≠ 0 }.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ U_i, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ_i : U_i → R^n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x_0 : · · · : x_n) → (x_0 x_i , . . ., x_{i−1} x_i , x_{i+1} x_i , . . ., x_n x_i ) . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ_i ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ

Ë ÄÒÕÇÏÊ). ðÕÓÔØ 0 6 i < j 6 n. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

φ_i(U_i ∩ U_j) = {(y_1, . . ., y_n) ∈ R^n | y_{j−1} ≠ 0}, φ_j(U_i ∩ U_j) = {(z_1, . . ., z_n) ∈ R^n | z_i ≠ 0}.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ (y_1, . . ., y_n) ∈ φ_i(U_i ∩ U_j) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ (y_1 : · · · : y_{i−1} : 1 : y_{i+1} : · · · : y_n) ∈ RP^n ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ φ_i, Á ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ φ_j ÅÓÔØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, (y_1 y_j , . . ., y_{i−1} y_j , 1 y_j , y_{i+1} y_j , . . ., y_{j−1} y_j , y_{j+1} y_j , . . ., y_n y_j ) . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ_{ij} ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ, É RP^n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ËÌÁÓÓÁ C^∞).

þÉÔÁÔÅÌØ, ÎÁŒÅÒÎÏÅ, ÕÖÅ ÚÁÍÅÔÉÌ ÐÒÏÂÅÌ Œ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ: ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÎÁ RP^n ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ, ÎÏ ÎÉ ÓÌÏŒÏÍ ÎÅ ÏÂÍÏÌŒÉÌÉÓØ Ï ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ. þÔÏÂÙ ŒÓÅ ÂÙÌÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ RP^n ÔÁË: ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ W ⊂ RP^n ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ i ∈ [0; n] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ φ_i(W ∩ U_i) ÏÔËÒÙÔÏ Œ R^n. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ φ_i | ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ RP^n Ó ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ. œÓÅ ÜÔÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. ðÏÓÔÁÒÁÊ- ÔÅÓØ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ RP^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

RP^n ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ S^{n+1} ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ).

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓÐÙÔÙŒÁÔØ ÕÇÒÙÚÅÎÉÑ ÓÏŒÅ- ÓÔÉ ÐÏ ÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^r ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ r ¿ 1, ÎÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÎÁÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÐÏÌÕÞÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^∞. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ËÌÁÓÓÁ C^r, ÇÄÅ

r ¿ 1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ËÌÁÓÓÁ C^∞ É C^r-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ

f : X → Y . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÃÉÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ËÎÉÇÅ òÏÈÌÉÎÁ É æÕËÓÁ.