íë îíõ. 2 ËÕÒÓ 2 ÓÅÍÅÓÔÒ. 08.02.00

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ a)^{∂f}_{∂y} = i^{∂f}_{∂x} ; b) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ:^{∂u}_{∂x} =^{∂v}_{∂y} ,^{∂v}_{∂x} = −^{∂u}_{∂y} . œŒÅÄÅÍ ÎÁ IR^2 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z = x + iy, —z = x − iy. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ∂ ∂z =^1_2 (^∂_{∂x} − i^∂_{∂y} ),^∂_{∂z̄} =^1_2 (^∂_{∂x} + i^∂_{∂y} ).

úÁÄÁÞÁ 2. œÙÒÁÚÉÔÅ^{∂f}_{∂z} É^{∂f}_{∂z̄} ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ u(x, y) É v(x, y). úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ f IR-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ IR^2 Œ ′C, f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ:^{∂f}_{∂z̄} = 0 É f^′(z_0) =^{∂f}_{∂z} (z_0). œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ (ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ′C Œ ′C). úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ′C-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ IR-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ. úÁÄÁÞÁ 5. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f^′(z_0) ≠ 0, ÔÏ f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÅÌÉÞÉÎÕ É ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ËÒÉŒÙÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ z_0.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÒÉŒÙÍÉ Œ ÔÏÞËÅ z_0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÆÏÒÍ- ÎÙÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ IR-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ Œ ÔÏÞËÅ z_0, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ËÒÉŒÏÊ γ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ^∫_γ f dz =^{b∫}_a f(γ(t))γ^′(t) dt.

úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ^∫_γ f dz, ÅÓÌÉ f(z) = (z − a)^n (n ∈ ZZ), Á γ { ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |^∫_γ f dz| 6^∫_γ |f| |dz|, ÇÄÅ |dz| = |z^′(t)|dt. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ |f(z)| 6 M, ÔÏ |^∫_γ f dz| 6 M|γ|. æÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ D.

ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ. ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, Á γ ⊂ D | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ^∫_γ f dz = 0.

úÁÄÁÞÁ 9. (þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f^′(z) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ f(z)dz ÚÁÍËÎÕÔÁ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ, ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ.

úÁÄÁÞÁ 10. a) ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^∫_{∂D} f dz = 0.

Â) œÅÒÎÏ ÌÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÎÅÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÏÒÉÅÎ- ÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ)?

ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ D ÆÕÎËÃÉÑ F (z) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ F^′(z) = f(z).

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ f(z) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(z) ÉÍÅÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ Œ D.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ γ ∈ D Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a É ËÏÎÃÏÍ Œ b ŒÅÒÎÏ ∫ γ f(z) dz = F (b) − F (a). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ e^z = lim_{n→∞}(1 +^z_n )^n.

úÁÄÁÞÁ 12. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ ′C. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁÊÄÉÔÅ lim_{n→∞} |(1 +^z_n )^n| É lim_{n→∞} arg{(1 +^z_n )^n}.)

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e^z ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ ŒÓÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ.

úÁÄÁÞÁ 13. îÁÒÉÓÕÊÔÅ, ŒÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÓÅÔËÁ (ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ É ÐÏÌÑÒ- ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ w = z^2, w = 1/(z − 1), w = e^z. úÁÄÁÞÁ 14. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ z →^1_2^(z +^1_z^) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑ- ÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ 1 É −1 É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ α. ëÕÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÒÕÇ É ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÑÑ ÞÁÓÔØ ?

úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ f(z) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ —f(—z) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D.

úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ f = u + iv, ÐÒÉÞÅÍ au + bv = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f = const.