íë îíõ. 2 ËÕÒÓ 2 ÓÅÍÅÓÔÒ. 15.02.00

óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ

ôÅÏÒÅÍÁ (ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ).

ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÒÉŒÙÈ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ D

f(z) =^1_{2πi} ∫ ∂D f (ζ) ζ−z dζ. úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z /∈ G, ÔÏ^1_{2πi} ∫ ∂D f (ζ) ζ−z dζ = 0. úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ:

úÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ z ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÁŒÎÏ ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ z, Ô.Å.

f(z) =^1_{2π}^{2π} ∫ 0 f(z + ρe^{it}) dt.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ f(z) =^{∞∑}_{n=0} c_n(z − z_0)^n, c_n ∈ ′C, Á^1_R = lim_{n→∞}^{n√}|c_n|.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(z) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁ D = {z ∈ ′C | ||z − z_0| < R} É ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ D = {z ∈ ′C | ||z − z_0| > R}. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(z) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ D.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ^∞ ∑ n=0 c_n(z − z_0)^n, c_n ∈ ′C, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ËÒÕÇÅ ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ φ(z) =^{∞∑}_{n=0} nc_n(z − z_0)^{n−1}, c_n ∈ ′C.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ φ ÒÁŒÅÎ ÒÁÄÉÕÓÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´, ÌÅÖÁÝÅÇÏ Œ ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ∫ ∂Δ φ(z) dz = 0. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) =^∞ ∑ n=0 c_n(z − z_0)^n, c_n ∈ ′C Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ z ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÒÁŒÎÕÀ φ(z).

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, Á U ∈ D | ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ z_0. ôÏÇÄÁ Œ U ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f(z) =^∞ ∑ n=0 c_n(z −z_0)^n, ÇÄÅ c_n =^1_{2πi} ∫ γ f (z) (z−z0 )n+1 dz É γ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ

Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ z_0 ÒÁÄÉÕÓÁ r < R.

úÁÄÁÞÁ 5. (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^1_{ζ−z} =^{∞∑}_{n=0}^{(z−z0)n}_{(ζ−z0)n+1} .

Â) ðÕÓÔØ ζ ∈ γ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ^∞ ∑ n=0 (z−z0)n (ζ−z0)n+1 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ ζ ÎÁ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ γ.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ^∞ ∑ n=0 f(ζ)^{(z−z0 )n} (ζ−z0)n+1 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ ζ ÎÁ γ. ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁŒ ÅÇÏ

ÐÏÞÌÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f Œ ËÒÕÇÅ {|z−z_0| < R} ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(z) =^∞ ∑ n=0 c_n(z − z_0)^n, ÔÏ c_n =^{f (n)(z0)}_{n!} .

úÁÄÁÞÁ 8. (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ). ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ËÒÕÇÅ {|z − z_0| 6 r}, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ |f(z)| < M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |c_n| 6^M_{rn} .

úÁÄÁÞÁ 9. (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÉÕŒÉÌÌÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ′C, ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 10. (ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ).

Á) ðÕÓÔØ f(z) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ M > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ R > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ |z| > R ŒÅÒÎÏ |f(z)| > M. Â) ðÕÓÔØ f ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ α > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |f(z)| > α Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ′C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

úÁÄÁÞÁ 11. (ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÒÅÒÁ). ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÅ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ∂´ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´ ⊂ D ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ D. õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ Œ D. úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÒÅÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

Á) ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D;

Â) ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ D É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÅ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´ ⊂ D ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ;

Œ) f(z) =^∞ ∑ n=0 c_n(z − z_0)^n Œ D.

úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0, f(z_0) = 0 É f ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÔÏ f(z) = (z − z_0)^nφ(z), ÇÄÅ φ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0. úÁÄÁÞÁ 14. (ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ f_1 É f_2 | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÉÍÅÀÝÅÍ ÈÏÔØ ÏÄÎÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ Œ D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_1 = f_2 ŒÓÀÄÕ Œ D.

úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÐÒÉÞÅÍ D^⋂ IR ≠ ∅. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f = g + ih, ÇÄÅ g É h ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ Œ D É ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ IR. ðÏÌÏÖÉÍ cosz =^{eiz+e}�^{iz}_2 , sinz =^{eiz−e}�^{iz}_{2i} . úÁÄÁÞÁ 16. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ É ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ sinz É cosz. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Ô.Å. ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ tgz É ctgz.