íë îíõ. 2 ËÕÒÓ 2 ÓÅÍÅÓÔÒ. 22.02.00

òÑÄÙ ìÏÒÁÎÁ É ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ

ôÅÏÒÅÍÁ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ. ðÕÓÔØ {f_n(z)} ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D É ÒÑÄ f(z) =^{∞∑}_{n=0} f_n(z)

ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ Œ D. ôÏÇÄÁ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ D É f^′(z) =^∞ ∑ n=0 f^′_n(z).

úÁÄÁÞÁ 1. (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ).

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ D.

Â) œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ f^′(z), ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ôÅÏÒÅÍÁ ìÏÒÁÎÁ. ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ËÏÌØÃÅ D = {r < |z − z_0| < R}, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ D Œ ŒÉÄÅ f(z) =^∞ ∑ n=−∞ c_n(z − z_0)^n, ÇÄÅ c_n =^1_{2πi} ∫ γ f (z) (z−z0)n+1 dz É γ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ z0

ÒÁÄÉÕÓÁ ρ (r < ρ < R).

òÑÄ^∞ ∑ n=−∞ c_n(z − z_0)^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ìÏÒÁÎÁ,^∞ ∑ n=0 c_n(z − z_0)^n | ÅÇÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ, Á^{−∞} ∑ n=−1 c_n(z − z_0)^n | ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÏÒÁÎÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÇÌÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ −^1_{ζ−z} =^∞ ∑ n=1 (ζ−z0)n−1 (z−z0 )n ). úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ Œ ËÏÌØÃÅ D = {r < |z −z_0| <

R}, ÇÄÅ r = lim_{n→∞}^n √ |c_{−n}| É R =^1_{lim} n→∞ n√_{|cn|} . úÁÄÁÞÁ 4. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f Œ ËÏÌØÃÅ D = {r < |z − z_0| < R} ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ

f(z) =^∞ ∑ n=−∞ c_n(z − z_0)^n, ÔÏ c_n =^1_{2πi} ∫ γ f (z) (z−z0)n+1 dz. ôÏÞËÁ z_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ z_0, Œ ËÏÔÏÒÏÊ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ.

éÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ z_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

· ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ lim_{z→z0} f(z) = A; · ÐÏÌÀÓÏÍ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{z→z0} f(z) = ∞;

· ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÁ lim_{z→z0} f(z) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ z_0 ÆÕÎËÃÉÉ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

a) f(z) =^∞ ∑ n=0 c_n(z − z_0)^n Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0;

Â) f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0.

(õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÂÏÂÝÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÍÉ ÄÌÑ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ).

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ z_0 ÆÕÎËÃÉÉ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

a) f(z) =^∞ ∑ n=−N c_n(z − z_0)^n, N > 0;

Â) ÆÕÎËÃÉÑ φ = 1/f, φ ≢ 0 ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0 É φ(z_0) = 0. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ÆÕÎËÃÉÉ φ). úÁÄÁÞÁ 7. (ÔÅÏÒÅÍÁ óÏÈÏÃËÏÇÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a | ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

f, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ ′C = ′C ⋃ ∞ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ z_n → a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ lim_{n→∞} f(z_n) = A.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ N Œ ÔÏÞËÅ z_0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f^{−1} ÉÍÅÅÔ 0 ÐÏÒÑÄËÁ N Œ z_0.

ôÏÞËÁ ∞ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(z), ÅÓÌÉ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ {R < |z| < ∞} ÔÏÞËÉ ∞. úÁÄÁÞÁ 9. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∞ | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ f(z) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 0 | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(z^{−1}).

Â) œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ∞ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÐÏÌÀÓÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ? ëÁË Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ∞?

æÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ŒÓÅÍ ′C, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ. æÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ Œ D ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÈ ÔÏÞÅË É ÐÏÌÀÓÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ D. úÁÄÁÞÁ 10. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ′C, ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ′C, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ (Ô.Å. f =^{anzn+...+a1z+a0}_{bkzk +...+b1z+b0} ). úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÃÅÌÁÑ É |f(z)| 6 const|z|^k, ÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) =^∞ ∑ n=−∞ c_n(z − z_0)^n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D É γ | ÍÁÌÅÎØËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ z_0. ôÏÇÄÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ c_{−1} =^1_{2πi} ∫ γ f(z)dz ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÞÅÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ z_0.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: res_{z0} f. åÓÌÉ ∞ ∈ D, ÔÏ ŒÙÞÅÔÏÍ Œ ∞ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ res_∞ f = −c_1 = −^1_{2πi} ∫ γ f(z)dz. úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ f(z) =^{φ(z)}_{ψ(z)} Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0, ÇÄÅ φ É ψ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ Œ z_0, ÐÒÉÞÅÍ

φ(z_0) ≠ 0, ψ(z_0) = 0 É ψ^′(z_0) ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ res_{z0} f(z) =^{φ(z0)}_{ψ′(z0)} .

úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ z_0 | ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ n ÆÕÎËÃÉÉ f. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ res_{z0} f =^1_{(n−1)!} lim_{z→z0} [(z − z_0)^nf(z)]^{(n−1)}.

úÁÄÁÞÁ 14. Á) ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË z_1, ..., z_k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫ ∂D f(z)dz =^k ∑ j res_{zj} f.

Â) ðÕÓÔØ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ′C ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË z_1, ..., z_k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k∑ j res_{zj} f = 0.

úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ óÏÈÏÃËÏÇÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏ- ÌÀÓÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ z_0 | ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f. ëÁËÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ Œ z_0 ÆÕÎËÃÉÑ 1/f?