íë îíõ. 2 ËÕÒÓ 2 ÓÅÍÅÓÔÒ. 28.03.00

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ

ðÒÉÎÃÉÐ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ðÕÓÔØ f ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ∂D ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÎÕÌÅÊ, ÎÉ ÐÏÌÀÓÏŒ f, Á N É P | ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ D. ôÏÇÄÁ N − P =^1_{2π} ´_{∂D}argf =^1_{2πi}^R_{∂D}^{f 0}_f dz.

ôÅÏÒÅÍÁ òÕÛÅ. ðÕÓÔØ f É g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G, É |f(z)| > |g(z)| ÄÌÑ ŒÓÅÈ

z ∈ ∂G. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f É f + g ÉÍÅÀÔ Œ G ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ òÕÛÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ Œ ËÒÕÇÅ |z| < 1 ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^5 − 2z^3 + 5z − 1 = 0 ? úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ P (z) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ maxj_zj6_1 |P (z)| ¿ 1.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ D, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ D É |f(z)| = const ÎÁ

∂D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ f(z) ≡ const, ÌÉÂÏ f ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÕÌØ Œ D.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ a ∈ ′C É ÃÅÌÏÍ n ¿ 2 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ az^n + z + 1 = 0 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ ËÒÕÇÅ |z| 6 2.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ t > 1 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ze^t�^z = 1 ÉÍÅÅÔ Œ ËÒÕÇÅ |z| 6 1 ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÊ.

úÁÄÁÞÁ 7. òÅÛÉÔÅ Œ ÃÅÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f(z) = sinf(z).

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ f1,...,fn ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ D ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ φ(z) = |f_1| + ... + |f_n| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ∂D.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ sinz = z ÉÍÅÅÔ Œ ′C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ tgz = z ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ. úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÎÕÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (z) = z^n + a1z^n�^1 + ... + an ÌÅÖÁÔ Œ ËÒÕÇÅ |z| < 1, É ÐÕÓÔØ Q(z) = ℜe P (e^{iφ}), S(z) = ℑm P (e^{iφ}), (φ ∈ IR).

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÕÌÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Q É S ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙ (ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0, 2π] ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÍÅÅÔ 2n ÎÕÌÅÊ).

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÎÕÌÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÌÅÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÎÕÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ S.

úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ 0 6 a0 < a1 < ... < an. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F (z) = a0 + a1cosz + ... + ancosnz ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ.